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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arb eit sind die Relationen innerhalb der Grupp e der

Kreiseinheiten C

( n )

. Die Grupp e der Kreiseinheiten C

( n )

ist zu n 2 N und

zu einer primitiv en n -ten Einheitswurzel �

n

de�niert als die Einheiten in der

Maximalordn ung des n -ten Kreisteilungsk• orp ers Q ( �

n

), die im m ultiplik ativ en

Erzeugnis der Zahlen 1 � �

a

n

liegen, w ob ei a die ganzen Zahlen ink ongruen t 0

mo dulo n durc hl• auft, mo dulo T orsion.

Konkret ist C

( n )

eine m ultiplik ativ e Grupp e algebraisc her Zahlen, die un ter-

einander gewissen Relationen gen • ugen. In C

( n )

gibt es zw ei o�ensic h tlic he

T yp en v on Relationen. Zum einen solc he, die durc h Bildung v on Relativnor-

men en tstehen, wie b eispielsw eise

N

Q ( �

18

) ! Q ( �

6

)

(1 � �

18

) = (1 � �

18

)(1 � �

7

18

)(1 � �

13

18

) = 1 � �

6

; (1)

und allgemein v on der F orm N

Q ( �

d

) ! Q ( �

t

)

(1 � �

a

d

) 2 C

( t )

sind, w ob ei t ein T eiler

v on d ist. Zum anderen en tstehen Relationen durc h k omplexe Konjugation

gem• a�

1 � �

n

= � �

n

(1 � �

n

) = � �

n

(1 � �

� 1

n

) : (2)

Wir nennen im folgenden diese b eiden Arten v on Relationen (Norm bildung

und k omplexe Konjugation) die o�ensic h tlic hen Relationen.

Milnor v erm utete no c h, da� die o�ensic h tlic hen Relationen alle Relationen

erzeugen (v ergleic he [1]). Ennola zeigt in [4] •ub errasc hend eine Relation in

C

(105)

die nic h t v on o�ensic h tlic hen Relationen erzeugt w erden k ann. En-

nola b ew eist dort, da� ab er zumindest das Quadrat jeder Relation v on of-

fensic h tlic hen Relationen gebildet wird. C. G. Sc hmidt un tersuc h t in [12 ]

den Un tersc hied zwisc hen allen Relationen und den o�ensic h tlic hen Relatio-

nen genauer und stellt einen Zusammenhang her zwisc hen diesem Un tersc hied

und der � -Kohomologie eines explizit angegeb enen Mo duls, w ob ei � eine In-

v olution auf diesem Mo dul b ezeic hnet, das hei�t, einen Homomorphism us mit

�

2

= id . Die en tsprec henden Kohomologiegrupp en w erden mit Hilfe eines

Ergebnisses v on Sinnot in [15] explizit b erec hnet. Im Rahmen dieser Arb eit

w erden Sc hmidts Ergebnisse angew endet, um die Kreiseinheiten C

( n )

umfang-

reic h zu un tersuc hen.

Das Hauptziel dieser Arb eit ist die Konstruktion v on Basen v on C

( n )

. Der

gew• ahlte Ansatz dazu un tersc heidet sic h v• ollig v on en tsprec henden Konstruk-

tionen v on Gold/Kim in [5] o der Ku � cera in [8]. In [5] wird in der Notation v on

Kub erts univ ersellen Distributionen (die b eispielsw eise in [16 ], Kapitel 12.3

b esc hrieb en sind) gearb eitet. An en tsc heidender Stelle, n• amlic h genau dort,

w o der Un tersc hied zwisc hen den o�ensic h tlic hen und allen Relationen zum

T ragen k omm t, wird (indirekt •ub er [16] und dann [13 ]) ein Ergebnis aus [18 ]

b en utzt, dessen Bew eis in [18] l • uc k enhaft ist. Die Konstruktion einer Basis

der Kreiseinheiten in [8] hingegen ist sehr tec hnisc h, und es ist nic h t nac hv oll-

zieh bar, w elc hen allgemeinen Prinzipien diese Konstruktion folgt.
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Im Gegensatz dazu ist die Basisk onstruktion in dieser Arb eit nic h t n ur all-

gemeiner, da die w esen tlic hen Konstruktionsprinzipien •ub er Z [ � ]-Mo duln for-

m uliert und b ewiesen w erden, sondern auc h metho disc h anders. Die Kreisein-

heiten w erden in dieser Arb eit als ein System einzelner \Sc hic h ten" b etrac h tet,

die den T eilern v on n en tsprec hen. Dies gesc hieh t im w esen tlic hen dadurc h,

da� v on dem genauen W ert der Relativnorm, also der rec h ten Seite in (1)

abstrahiert wird. Innerhalb dieser Sc hic h ten ist eine Basisk onstruktion mit

einfac hen Metho den m• oglic h.

Ein anderer Asp ekt des Un tersc hieds zwisc hen der Basisk onstruktion in dieser

Arb eit und der b ei [5] und [8] ist dadurc h gegeb en, da� die Basis hier, im

Gegensatz zu [5] und [8], streng hierarc hisc h aufgebaut ist. Das hei�t k onkret,

da� b eispielsw eise die Basis v on C

(18)

die Basis v on C

(6)

als T eilmenge en th• alt

und zu einer Basis v on C

(90)

erw eiterbar ist. In Kapitel 2.4 wird dieser Asp ekt

ausf • uhrlic h diskutiert.

Im folgenden umrei�en wir zun• ac hst den Aufbau dieser Arb eit und gehen

ansc hlie�end detailliert auf die einzelnen Kapitel ein. Im ersten Kapitel b e-

trac h ten wir freie Mo duln •ub er Z der F orm N = M =R , w ob ei der Relations-

mo dul R b ei der

•

Ub ertragung auf Kreiseinheiten gerade den Normrelationen

wie in (1) en tspric h t. Lassen wir die In v olution � auf N op erieren, so erhalten

wir einen Z [ � ]-Mo dul. Die Op eration v on � en tspric h t b ei den Kreiseinheiten

der k omplexen Konjugation, die Relationen wie in (2) liefert.

Der Ansatz, die Kreiseinheiten als F aktormo dul eines Z [ � ]-Mo duls zu b etrac h-

ten, erlaubt es, im ersten Kapitel eine sc hl • ussige Basisk onstruktion f • ur Z [ � ]-

Mo duln durc hzuf • uhren, die v on w esen tlic h gr• o�erer Allgemeinheit ist, als das

f • ur Kreiseinheiten not w endig ist. Erst im zw eiten Kapitel w erden dann die

f • ur die An w endung auf Kreiseinheiten in teressan ten Mo duln, die Kreismo duln

und der sogenann te k om binierte Kreismo dul, als sp ezielle An w endung der im

ersten Kapitel b ehandelten allgemeinen Mo duln eingef • uhrt.

Die im zw eiten Kapitel en t wic k elten Zusammenh• ange zwisc hen den Kreis-

mo duln und der Grupp e der Kreiszahlen, einer Grupp e, die die Kreisein-

heiten als Un tergrupp e en th• alt, w erden im dritten Kapitel auf Kreiseinheiten

angew endet. Dort �ndet sic h un ter anderem auc h eine detaillierte Besc hrei-

bung, wie man sc hritt w eise eine Basis der Kreiseinheiten aus den Konstruktio-

nen der v orangegangenen Kapitel erh• alt.

In direktem Zusammenhang mit den Relationen innerhalb der Kreiseinheiten

stehen die Relationen, die zwisc hen den sogenann ten Stic k elb ergerelemen ten

b estehen. Dies ist Gegenstand des vierten Kapitels, das w esen tlic h auf die b e-

reits im Zusammenhang mit den Kreiseinheiten geleistete Arb eit zur • uc kgreift.

Im folgenden geb en wir einen detaillierten

•

Ub erblic k •ub er die einzelnen Kapi-

tel.

1. Kapitel

Im ersten Kapitel \Grundlagen" wird ausf • uhrlic h die F rage b ehandelt, wie

sic h geeignete Basen, sogenann te Normalb asen , auf Z [ � ]-Mo duln k onstruieren
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lassen. Eine Normalbasis ist de�niert als eine Basis, die sic h als disjunkte V er-

einigung E

0

[ � E

0

[ E

+

[ E

�

sc hreib en l• a�t, w ob ei � auf E

+

trivial op eriert und

� e = � e f • ur e 2 E

�

gilt. Ist N ein Z [ � ]-Mo dul, so liefern Normalbasen Basen

v on N

+

:= N = k er

N

(1 + � ) und N

�

:= N = k er

N

(1 � � ): Es ist E

0

[ E

+

eine Basis

v on N

+

und E

0

[ E

�

eine Basis v on N

�

(Lemma 1.2.10). Es sei angemerkt, da�

in dieser Arb eit no c h allgemeinere Basen als Normalbasen b etrac h tet w erden,

die als Quasinormalb asen b ezeic hnet w erden und •ahnlic he Eigensc haften wie

Normalbasen hab en. Im Rahmen dieser Einleitung b esc hr• ank en wir uns auf

Normalbasen.

Innerhalb der v orliegenden Arb eit w erden Normalbasen auf die folgenden Ar-

ten k onstruiert.

I) Gegeb en seien zw ei Mo duln M und N mit Normalbasen. Man k onstru-

iere eine Normalbasis v on M 
 N . Dies wird in Satz 1.3.4 gezeigt.

I I) Gegeb en sei eine endlic he Menge A , auf der � op eriert. Man k onstru-

iere eine Normalbasis der durc h A de�nierten Z [ � ]-Mo duln h A i und

h A i = h

P

a 2 A

a i . Dies ist Gegenstand v on Lemma 1.4.6.

I I I) Gegeb en sei eine kurze exakte Sequenz 0 ! M ! L ! K ! 0 v on Mo-

duln. Man k onstruiere aus Normalbasen v on M und K eine Normalbasis

v on L . In Algorithm us 1.6.6 geb en wir diese Konstruktion explizit an.

IV) Gegeb en sei ein partiell geordnetes System v on Mo duln, die un tereinan-

der durc h Abbildungen v erbunden sind (wir geb en w eiter un ten eine

exakte De�nition an). Solc he Systeme w erden in dieser Arb eit als M E n -

Systeme b ezeic hnet und de�nieren einen w eiteren Mo dul, der Kombinat

des M E n -Systems genann t wird. Man k onstruiere eine Normalbasis dieses

Kom binates. Algorithm us 1.6.15 l• ost dieses Problem.

Diese vier Konstruktionsprinzipien w erden in v oller Ausf • uhrlic hk eit b ehandelt.

Beispielsw eise wird Prinzip I v erallgemeinert auf T ensorpro dukte v on mehr als

zw ei Mo duln und immer in Zusammenhang mit dem wic h tigen Begri� der

Normal zerle gung gebrac h t. Die Normalzerlegung liefert eine Aussage •ub er die

Struktur eines Z [ � ]-Mo duls, die unabh• angig v on k onkret gew• ahlten Basen ist.

Das Konstruktionsprinzip I I ist tec hnisc h unproblematisc h, ab er denno c h w e-

sen tlic h, da mit diesem die V erbindung v on endlic hen Mengen, auf denen �

op eriert, zu durc h diese Mengen de�nierten Mo duln gesc ha�en wird. Die b ei-

den durc h A de�nierten Mo duln, n• amlic h das freie Z -Erzeugnis h A i der Menge

A und der freie Mo dul h A i = h

P

a 2 A

a i w erden als elementar e Zeilenfaktormo duln

b ezeic hnet.

Die Konstruktion nac h Prinzip I I I ist dann sehr einfac h, w enn die Sequenz eine

Eigensc haft hat, die in dieser Arb eit \Gutartigk eit" genann t wird. Gutartigk eit

l• a�t sic h mit v ersc hiedenen Kriterien nac h w eisen, b eispielsw eise als Exaktheit

einer Sequenz v on Kohomologiegrupp en, o der ab er als Additivit• at v on In v ari-

an ten der Mo duln N , L und K (Satz 1.6.8). Ist eine Sequenz als gutartig
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erk ann t, so erh• alt man eine Basis b eispielsw eise v on L

+

ohne Um w eg •ub er

Normalbasen direkt aus Basen v on N

+

und K

+

.

Das Prinzip der Gutartigk eit �ndet auc h im Zusammenhang mit den M E n -

Systemen in Prinzip IV An w endung. Konkret ist ein M E n -System ein System

v on T rip eln ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

. Dab ei ist � partiell geordnet, die M

d

sind freie

Z -Mo duln, und die n

d

sind Abbildungen n

d

: E

d

!

L

t<d

M

t

, w ob ei E

d

� M

d

eine T eilmenge v on M

d

ist. Ist das System kombinierb ar (eine leic h t zu v eri-

�zierende Eigensc haft der n

d

), so erlaubt es Prinzip IV, aus Normalbasen der

Mo duln M

d

= hE

d

i eine Normalbasis des Mo duls L := N =Q mit N :=

L

d 2 �

M

d

und Q :=

P

d 2 �

h r + n

d

( r ); r 2 E

d

i zu k onstruieren. Dieser Mo dul L wird

als Kombinat des M E n -Systems b ezeic hnet. Ist das System gutartig, so l• a�t

sic h auc h hier wie in Prinzip I I I die Konstruktion abk • urzen, so da� man eine

Basis v on b eispielsw eise L

+

durc h V ereinigung v on in L de�nierten Basen der

( M

d

= hE

d

i )

+

erh• alt.

Konkret handelt es sic h b ei der An w endung auf Kreiseinheiten b ei den Moduln

M

d

= hE

d

i um sogenann te Zeilenfaktormo duln , die in Absc hnitt 1.4 des ersten

Kapitels eingef • uhrt und un tersuc h t w erden. Wir iden ti�zieren die Zeilenfaktor-

mo duln dab ei zun• ac hst als das T ensorpro dukt elemen tarer Zeilenfaktormo duln

(Korollar 1.4.4 zu Satz 1.4.3), f • ur die wir nac h Konstruktionsprinzip I I Normal-

basen k onstruieren k• onnen. Mit Prinzip I erhalten wir dann eine Normalbasis

eines b eliebigen Zeilenfaktormo duls.

2. Kapitel

Im zw eiten Kapitel w erden aus der allgemeinen Situation des ersten Kapi-

tels heraus die f • ur die An w endungen auf Kreiseinheiten not w endigen Ob jekte

eingef • uhrt und un tersuc h t.

Zun• ac hst f • uhren wir Kr eismo duln ein (De�nition 2.1.1). Die Kreismo duln

sind de�niert als T ensorpro dukte geeigneter elemen tarer Zeilenfaktormo duln.

Dadurc h ist es m• oglic h, mit Hilfe der im ersten Kapitel en t wic k elten Konstruk-

tionsprinzipien explizit Normalbasen v on Kreismo duln zu b erec hnen. Kreis-

mo duln lassen sic h auc h in terpretieren als freies Z -Erzeugnis der Menge G

n

:=

f 1 � a < n ; gcd( a; n ) = 1 g mo dulo gewisser explizit de�nierter Relatio-

nen. Dies wird in Satz 2.1.3 ausf • uhrlic h diskutiert. Grob gesagt ist mit dieser

In terpretation der Zusammenhang zwisc hen Kreismo duln und Kreiseinheiten

gegeb en durc h die Zuordn ung a 7! 1 � �

a

n

f • ur a 2 G

n

.

Im Absc hnitt 2.2 w erden dann die Kreismo duln zu einem gr• o�erem Mo dul,

dem kombinierten Kr eismo dul L ( n ) zusammengesetzt. Dies gesc hieh t durc h

die F estlegung eines geeigneten M E n -Systems, dem Kr eissystem , w elc hes den

Mo dul L ( n ) als sein Kom binat de�niert. Die Relationen innerhalb v on L ( n )

en tsprec hen dab ei den Normrelationen in der Grupp e der Kreiseinheiten.

Dieser Mo dul L ( n ) wird iden ti�ziert als ein in [12] b ehandelter Mo dul, dessen

� -Kohomologie b ek ann t ist. Die Kenn tnis der � -Kohomologie wird ausgen utzt,

um in Absc hnitt 2.2.3 die Gutartigk eit b ei der An w endung v on Prinzip IV

nac hzu w eisen. Mit diesem Nac h w eis erhalten wir leic h t eine Basis v on L ( n )

+
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und L ( n )

�

, n• amlic h im w esen tlic hen durc h V ereinigung v on en tsprec henden

Basen der Kreismo duln.

In Absc hnitt 2.3 stellen wir den Zusammenhang zwisc hen Kreismo duln und

Kreiszahlen explizit her. Die Grupp e der Kreiszahlen ist de�niert als das

m ultiplik ativ e Erzeugnis der Elemen te 1 � �

a

n

f • ur a = 1 ; : : : ; n � 1 mo dulo

T orsion, und sie en th• alt die Grupp e der Kreiseinheiten als Un tergrupp e.

Im letzten Absc hnitt des zw eiten Kapitels wird dargestellt, wie die Konstruk-

tion, die mit dem Kreissystem durc hgef • uhrt wurde, mit einem anderen M E n -

System, dem P-Kr eissystem , durc hzuf • uhren w• are. Dieser alternativ e Ansatz

zur Konstruktion einer Basis der Kreiseinheiten ist desw egen interessan t, w eil

die V orgehensw eise b eim P-Kreissystem derjenigen bisheriger Abhandlungen

•ub er Basen v on Kreiseinheiten, wie b eispielsw eise in [8], [5] o der [2], en tspric h t.

In Absc hnitt 2.4.3 gehen wir ausf • uhrlic h auf die Un tersc hiede zwisc hen Kreis-

system und P-Kreissystem ein, stellen die V orteile des Kreissystems heraus

und zeigen auf, w o die Grenzen des P-Kreissystems zu ziehen sind.

3. Kapitel

Im dritten Kapitel wird endlic h die Grupp e der Kreiseinheiten C

( n )

selbst

b ehandelt. Der Un tersc hied zwisc hen der Grupp e der Kreiseinheiten und der

Grupp e der Kreiszahlen b esteh t darin, da� in den F• allen, in denen n die P otenz

einer Primzahl ist, statt 1 � �

a

n

die Zahlen der F orm (1 � �

a

n

) = (1 � �

n

) b e-

trac htet w erden m • ussen, denn es ist 1 � �

a

n

nic h t immer eine Einheit in Z [ �

n

].

Diesem Un tersc hied wird durc h das Konzept des Di�er enzenmo duls Rec hn ung

getragen, das in Kapitel 1.5 eingef • uhrt wird und hier seine An w endung �ndet.

In den Absc hnitten 3.1 und 3.2 un tersuc hen wir den Zusammenhang zwisc hen

Kreiszahlen und Kreiseinheiten und gehen insb esondere darauf ein, wie man

aus Basen der Grupp e der Kreiszahlen eine Basis der Grupp e der Kreisein-

heiten erh• alt und umgek ehrt. Als Ergebnis erhalten wir, da� wir eine Basis

der Grupp e der Kreiseinheiten C

( n )

durc h V ereinigung v on (in C

( n )

de�nierten)

Basen der r elativen Kr eiseinheiten

d

C

( n )

k onstruieren k• onnen (Satz 3.2.3). Die

relativ en Kreiseinheiten sind de�niert durc h

d

C

( n )

:= C

( n )

=

Q

d

C

( d )

, w ob ei d alle

ec h ten T eiler v on n durc hl• auft. Durc h den k onsequen t hierarc hisc hen Aufbau

erhalten wir auc h direkt eine Basis v on C

( 1 )

:=

S

d 2 N

C

( d )

durc h die V ereini-

gung •ub er d 2 N v on in C

( d )

de�nierten Basen der

d

C

( d )

(Korollar 3.2.5).

Im ansc hlie�enden Absc hnitt 3.3 wird dann zusammenfassend der W eg v on

einfac hen Mengen, auf denen � op eriert, bis hin zu einer Basis der Grupp e der

Kreiseinheiten explizit b esc hrieb en und an einem Beispiel f • ur n = 45 erl• autert.

Neb en der Konstruktion v on Basen sind auc h die Relationen zwisc hen den

Kreiseinheiten v on In teresse. Dies ist Gegenstand v on Absc hnitt 3.4, w o v or

allem die Ennolar elationen un tersuc h t w erden, die die L • uc k e zwisc hen den

o�ensic h tlic hen Relationen und allen Relationen f • ullen. Dar • ub er hinaus wird

gekl• art, w arum es durc h das Zusammenspiel v on Norm- und Konjugations-

relationen wie (1) und (2) zw angsl• au�g zu diesen Ennolarelationen k ommen

m u�.



8 Einleitung

4. Kapitel

Das vierte Kapitel b ehandelt die Relationen des al lgemeinen Stickelb er geride-

als , das als Z -Erzeugnis der gem• a� [15] de�nierten Stic k elb ergerelemen te en t-

steh t. Der Un tersc hied zu und der Zusammenhang mit den Kreiseinheiten

liegt darin, da� das allgemeine Stic k elb ergerideal im w esen tlic hen isomorph

zu L ( n )

�

ist, w ohingegen die Grupp e der Kreiseinheiten, wie sc hon erw• ahn t,

L ( n )

+

en tspric h t, w ob ei L ( n ) der im zw eiten Kapitel de�nierte und un ter-

suc h te k om binierte Kreismo dul ist. Daher ist die Hauptarb eit, n• amlic h die

Un tersuc h ung v on L ( n ), sc hon getan.

•

Ahnlic h wie b ei den Kreiseinheiten geb en wir ausf • uhrlic h und explizit an, wie

man eine Basis des allgemeinen Stic k elb ergerideals erh• alt. Das Kapitel en-

det mit einer Diskussion der auc h in diesem F all analog zu den Kreiseinheiten

v ork ommenden Ennolarelationen. Beispiele zur Berec hn ung einer solc hen En-

nolarelation f • ur n = 15 und n = 5005 runden diese Betrac h tung ab.

Sc hlie�lic h sei no c h auf den Anhang hingewiesen, in dem explizit ein Algo-

rithm us v orgestellt wird, der nic h t n ur eine Basis der Kreiseinheiten ausgibt,

sondern auc h zu einem gegeb enem u 2 C

( n )

dessen Basisdarstellung b erec h-

net. Dieser Algorithm us wurde in der hier angegeb enen F orm als Aufsatz

zum SIMA TH-System in der Sprac he C++ implemen tiert. Damit ausgerec h-

nete Beispiele illustrieren die Wirkungsw eise des Algorithm us. Absc hlie�end

w erden no c h einige programmiertec hnisc h interessan te Asp ekte wie Laufzeit,

Optimierungs- und V eri�k ationsm• oglic hk eiten diskutiert.

A n dieser Stel le m• ochte ich mich b ei Herrn Pr of. Dr. H. G. Zimmer f • ur die

A nr e gung zu dieser A rb eit, seine gr o�z • ugige Unterst • utzung und hilfr eichen A n-

merkungen b e danken. Ganz b esonders ge dankt sei auch Herrn Pr of. Dr. Klaus

Ho e chsmann, der von Be ginn an als ge duldiger Zuh• or er und komp etenter R at-

geb er die A rb eit b e gleitete. Insb esonder e die V or gehensweise, sich nicht damit

zufrie denzugeb en, auf dir ektem We g ir gendeine Basis der Kr eiseinheiten kon-

struier en zu k• onnen, sondern danach zu str eb en, je den Einzelschritt auf diesem

We g zu hinterfr agen und zu verstehen, um R esultate in gr• o�tm• oglicher A l lge-

meinheit zu erhalten, ist wesentlich dur ch die zahlr eichen Diskussionen mit

ihm gepr• agt wor den.

Eb enfal ls b e danken m• ochte ich mich b ei meiner F r au V esna f • ur ihr e Unter-

st • utzung im al lgemeinen und f • ur ihr e Hinweise und Bemerkungen zur A rb eit

selbst. Weiterhin geht mein Dank an Dr. Stefan K • uhnlein f • ur seine n • utzlichen

Kommentar e zur fast fertigen A rb eit.

Schlie�lich seien auch al le diejenigen Mitglie der des F achb er eichs 9 Mathematik

der Universit• at des Saarlandes in meinen Dank eingeschlossen, die f • ur die

angenehme A thmosph• ar e dort ver antwortlich sind, in der ein pr o duktives und

fruchtb ar es A rb eiten •ub erhaupt erst m• oglich wir d.
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10 1.1 R e chnen mit Z -Mo duln

1 Grundlagen

1.1 Rec hnen mit Z-Mo duln

1.1.1 Basen und direkte Summen

Das Hauptanliegen dieser Arb eit ist die Konstruktion v on Basen. Dab ei k omm t

es h• au�g v or, da� die Basis eines Mo duls nic h t als T eilmenge dieses Mo duls

de�niert ist, sondern als T eilmenge eines anderen Mo duls. Wir f • uhren dazu

den folgenden Sprac hgebrauc h ein.

De�nition 1.1.1 Es sei E eine Menge, N ein fr eier Mo dul, und es sei eine

A bbildung � : E ! N ge geb en. Ist B � E so de�niert, da� � auf B injektiv ist

und f � ( b ); b 2 B g eine Basis von N ist, so sagen wir, da� B � E eine Basis

in N induziert o der auch, da� die Basis B von N in E lebt.

Bemerkung 1.1.2 V on b esonder er Be deutung ist der folgende F al l: Es sei M

ein fr eier Mo dul, R � M ein T eilmo dul von M und M =R eb enfal ls fr ei. M und

M =R seien dur ch den kanonischen Homomorphismus M ! M =R miteinander

verbunden. Dann gilt:

� Je de T eilmenge B � M , die eine Basis von M =R induziert, impliziert

eine Zerle gung von M gem• a�

M

�

=

h B i � R : (3)

� Ist umgekehrt eine Zerle gung

M

�

=

C � R (4)

ge geb en, und B eine Basis von C , so induziert B eine Basis von M =R .

Mit Bemerkung 1.1.2 erhalten wir den Isomorphism us des folgenden Lemmas.

Lemma 1.1.3 Es sei M ein fr eier Z -Mo dul und R � M ein T eilmo dul, der art

da� M =R eb enfal ls fr ei ist. Dann gilt

M

�

=

( M =R ) � R : (5)

Beweis

Man �xiere eine Basis B

0

v on M =R und lifte diese zu einer Menge B � M .

Mit Bemerkung 1.1.2 gilt M

�

=

h B i � R .

Gleic hzeitig ist h B i

�

=

M =R , da Basiselemen te auf Basiselemen te abgebildet

w erden.

qed.
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1.1.2 T ensorpro dukte

Das T ensorpro dukt M 
 N zw eier Z -Mo duln M und N ist de�niert als das

Erzeugnis v on M � N mo dulo dem freien Z -Erzeugnis der Elemen te der F orm

� ( m + m

0

; n ) � ( m; n ) � ( m

0

; n ),

� ( m; n + n

0

) � ( m; n ) � ( m; n

0

),

� ( � m; n ) � ( m; � n ),

jew eils mit m; m

0

2 M , n; n

0

2 N und � 2 Z .

Die erzeugenden Elemen te v on M 
 N b ezeic hnen wir mit m 
 n mit m 2 M

und n 2 N .

Ist im folgenden die Rede da v on, da� T eilmengen v on M � N Basen v on M 
 N

induzieren, so gesc hieh t dies •ub er die Abbildung M � N ! M 
 N , die ( m; n )

nac h m 
 n abbildet.

Wir stellen zun• ac hst einige Eigensc haften des T ensorpro duktes fest.

Lemma 1.1.4 Das T ensorpr o dukt ist assoziativ, kommutativ und b ez • uglich �

distributiv. Das hei�t, sind L , M und N dr ei Z -Mo duln, so gilt

a) ( L 
 M ) 
 N

�

=

L 
 ( M 
 N ) ,

b) M 
 N

�

=

N 
 M ,

c) L 
 ( M � N )

�

=

( L 
 M ) � ( L 
 N ) .

Beweis

Einen Bew eis dazu �ndet man b eispielsw eise in [6], Seite 212�.

qed.

Durc h die Assoziativit• at aus Lemma 1.1.4 ist auc h das T ensorpro dukt M

1




� � � 
 M

k

endlic h vieler Mo duln M

1

; : : : ; M

k

(bis auf Isomorphie) eindeutig

de�niert.

Eine Basis des T ensorpro duktes M 
 N erh• alt man aus den Basen v on M und

N wie folgt.

Lemma 1.1.5 F • ur zwei fr eie Z -Mo duln M und N gilt: Ist B eine Basis von

M und C eine Basis von N dann ist M 
 N fr ei, und es induziert B � C eine

Basis von M 
 N .

Beweis

B � C induziert die Menge f b 
 c ; b 2 B ; c 2 C g . Diese ist nac h [6], Corol-

lary 5.12, eine Basis v on M 
 N .

qed.
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Um Klammern zu sparen v erein baren wir im folgenden, da� = st• ark er bindet

als 
 und � .

Lemma 1.1.6 Zu zwei fr eien Z -Mo duln M und N seien T eilmo duln R � M

und Q � N ge geb en, der art da� M =R und N =Q fr ei sind. Dann ist

M =R 
 N =Q

�

=

( M 
 N )

.

(( M 
 Q ) + ( R 
 N ))

: (6)

Beweis

Mit Hilfe der Zerlegungen M

�

=

M =R � R und N

�

=

N =Q � Q und der Dis-

tributivit• at v on 
 b ez • uglic h � erhalten wir mittels Lemma 1.1.3

M 
 N

�

=

( M =R � R ) 
 ( N =Q � Q )

�

=

( M =R 
 N =Q ) � ( M =R 
 Q ) � ( R 
 N =Q ) � ( R 
 Q )

�

=

( M =R 
 N =Q ) � (( M 
 Q ) + ( R 
 N )) :

(7)

F aktorisieren wir (7) mo dulo ( M 
 Q ) + ( R 
 N ), so folgt die Behauptung.

qed.

In Lemma 1.1.6 k omm t die nic h t direkte Summe ( M 
 Q ) + ( R 
 N ) v or, die

wir im folgenden genauer un tersuc hen w erden.

Lemma 1.1.7 Zu zwei fr eien Z -Mo duln M und N seien T eilmo duln R � M

und Q � N ge geb en, der art da� M =R und N =Q fr ei sind. Dann gilt

a) ( R 
 N ) \ ( M 
 Q ) = R 
 Q ,

b) ( M 
 Q ) + ( R 
 N )

�

=

( M =R 
 Q ) � ( R 
 N ) .

Beweis

Wie sc hon in (7) b en utzt, ist

( R 
 N ) + ( M 
 Q )

�

=

( M =R 
 Q ) � ( R 
 N =Q ) � ( R 
 Q ) : (8)

Durc h Ausklammern v on R in den letzten b eiden T ermen folgt T eil b. Da die

Summe der drei T erme auf der rec h ten Seite v on (8) direkt ist, folgt T eil a.

qed.

1.2 Z [ � ] -Mo duln

Alle im folgenden b etrac h teten Mo duln seien freie Z -Mo duln endlic hen Ranges,

auf denen zus• atzlic h die zw eielemen tige Grupp e f 1 ; � g op eriert. Das hei�t, ist

M ein Mo dul und m 2 M , so gilt 1 m = m und � ( � ( m )) = m . Es wird dann

M zu einem Z [ � ]-Mo dul gem• a� ( a + b� ) m := am + b� m f • ur a; b 2 Z .
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1.2.1 Die Normalzerlegung v on Z [ � ] -Mo duln

Op eriert � auf einem Mo dul M , so gibt es drei M• oglic hk eiten, wie sic h � auf

einem Elemen t m 2 M v erh• alt. Gilt � m = m o der � m = � m , so ist das

Z [ � ]-Erzeugnis v on m isomorph zu Z , und � op eriert auf diesem en t w eder

trivial o der durc h Negation. Ist andernfalls � m = m

0

mit m

0

6= � m , so ist

das Z [ � ]-Erzeugnis v on m ein zw eidimensionaler, v on den Elemen ten m und

� m erzeugter Z -Mo dul, der isomorph zu Z [ � ] ist, auf dem Z [ � ] durc h Multi-

plik ation op eriert.

Das folgende Lemma zeigt, da� sic h jeder Z [ � ]-Mo dul in eine direkte Summe

v on zu Z o der Z [ � ] isomorphen Mo duln zerlegt, auf denen � in der ob en

b esc hrieb enen Art und W eise op eriert.

Lemma 1.2.1 Es sei M ein Mo dul. Zu M existier en eine Zerle gung gem• a�

M = M

0

� M

+

� M

�

und eindeutig b estimmte Zahlen m

0

, m

+

und m

�

2 N

mit

� M

0

�

=

Z [ � ]

m

0

, wob ei � auf den einzelnen Komp onenten dur ch Multi-

plikation op eriert,

� M

+

�

=

Z

m

+

, wob ei � trivial auf M

+

op eriert,

� M

�

�

=

Z

m

�

, und � op eriert auf den einzelnen Komp onenten dur ch Ne ga-

tion.

Beweis

In [3], Theorem 74.3, wird die Zerlegung f • ur b eliebige Z G -Mo duln b ewiesen,

w ob ei G eine Grupp e primer Ordn ung ist. Wir geb en hier eine \

•

Ub ersetzung"

an, wie dieser Satz zum Bew eis der Zerlegung in Lemma 1.2.1 anzu w enden ist.

Sp eziell im F all G = f 1 ; � g ergibt sic h mit den dortigen Bezeic hn ungen eine

Zerlegung

M

�

=

( A

1

; a

1

) � � � � � ( A

r

; a

r

) � A

r +1

� � � � � A

n

� Y : (9)

Auf den zu Z isomorphen A

i

op eriere � durc h Negation. Auf Y op eriere �

trivial, und die Mo duln ( A

i

; a

i

) mit a

i

2 A

i

n 2 A

i

seien v on der F orm A

i

� y Z ,

auf denen � gem• a� � y = y + a

i

op eriert.

Es en tspric h t n un M

+

dem Mo dul Y und M

�

der Summe A

r +1

� � � � � A

n

.

Dab ei ist m

+

= rg Y und m

�

= n � r .

Es bleibt zu zeigen, da� Z [ � ]

�

=

( A

i

; a

i

) und damit m

0

= r ist. Sc hreib en wir

A

i

= x Z und daher ( A

i

; a

i

) = x Z � y Z und a

i

= (2 k + 1) x mit k 2 Z , so wird

der gew • unsc h te Isomorphism us etabliert durc h � 7! k x + y und 1 7! ( k + 1) x + y .

qed.
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De�nition 1.2.2 Eine Zerle gung eines Z [ � ] -Mo duls M = M

0

� M

+

� M

�

gem• a� L emma 1.2.1 nennen wir Normalzerlegung mit In v arian ten m

+

, m

�

und m

0

.

Zun• ac hst stellen wir einige einfac he Eigensc haften v on Normalzerlegungen fest.

Lemma 1.2.3 Es sei M = M

0

� M

+

� M

�

ein Mo dul in Normalzerle gung.

Dann gilt:

i) Ist � m = m f • ur m 2 M

0

, so ist m 2 (1 + � ) M

0

.

ii) Ist � m = � m f • ur m 2 M

0

, so ist m 2 (1 � � ) M

0

.

Beweis

Wir zeigen i f • ur M

0

= Z [ � ]. Dazu sei g = a + b� 2 Z [ � ] mit a; b 2 Z gegeb en.

Aus � ( a + b� ) = a + b� folgt b + � a = a + � b , also insb esondere a = b . Somit

ist g = (1 + � ) a .

Gilt die Behauptung ab er f • ur Z [ � ], so auc h f • ur die direkte Summe v on Mo duln

Z [ � ].

T eil ii folgt analog.

qed.

Das n• ac hste Lemma zeigt, da� sic h aus einer Normalzerlegung die Struktur

der Kohomologiegrupp en H

0

( � ; M ) und H

1

( � ; M ) ablesen l• a�t.

Lemma 1.2.4 Es sei M = M

0

� M

+

� M

�

ein Mo dul in Normalzerle gung.

Dann ist H

0

( � ; M )

�

=

M

+

= 2 M

+

und H

1

( � ; M )

�

=

M

�

= 2 M

�

.

Mit ander en Worten H

0

( � ; M ) ist ein F

2

-V ektorr aum der Dimension m

+

, und

es ist H

1

( � ; M ) ein F

2

-V ektorr aum der Dimension m

�

.

Beweis

Es ist H

0

( � ; M ) = k er

M

(1 � � ) = ( � + 1) M und H

1

( � ; M ) = H

0

( � � ; M ) (zur

allgemeinen De�nition der Kohomologiegrupp en siehe [10], Seite 25).

Aus k er

M

(1 � � ) = (1 + � ) M

0

� M

+

und (1 + � ) M = (1 + � ) M

0

� 2 M

+

folgt

die Behauptung f • ur H

0

( � ; M ).

Ersetzt man � durc h � � , so folgt die Behauptung f • ur H

0

( � � ; M ).

qed.

1.2.2 Normalbasen und Quasinormalbasen

Da das eigen tlic he In teresse dieser Arb eit in der expliziten Konstruktion v on

Basen liegt, b esc h• aftigen wir uns im w eiteren mit den Basen, die eine Nor-

malzerlegung nac h sic h ziehen, den Normalbasen.
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De�nition 1.2.5 Es sei M ein Mo dul. Eine Basis B := E

0

[ � E

0

[ E

+

[ E

�

von M mit

i) E

0

\ � E

0

= ; ,

ii) � e = e f • ur e 2 E

+

,

iii) � e = � e f • ur e 2 E

�

,

hei�t Normalbasis . Wir schr eib en eine solche Basis kurz B = [ E

0

; E

+

; E

�

] .

O�ensic h tlic h de�niert jede Normalbasis [ E

0

; E

+

; E

�

] eines Mo duls M eine

Normalzerlegung M

0

� M

+

� M

�

v on M gem• a� M

0

:= h E

0

[ � E

0

i , M

+

:=

h E

+

i und M

�

:= h E

�

i .

Es sei no c h einmal b eton t, da� die Sc hreib w eise B = [ E

0

; E

+

; E

�

] als Abk • ur-

zung des Ausdruc ks B = E

0

[ � E

0

[ E

+

[ E

�

zu v erstehen ist, mit der Beton ung,

da� B eine Normalbasis ist. Das hei�t, es k omm t zu E

0

no c h � E

0

als T eilmenge

v on B dazu. Die M• ac h tigk eit v on B ist demzufolge j B j = 2 j E

0

j + j E

+

j + j E

�

j .

Oft reic h t eine sc h w• ac here V ersion der Normalbasen aus, die wir wie folgt

de�nieren.

De�nition 1.2.6 Gelten in De�nition 1.2.5 statt der Be dingungen ii und iii

die schw• acher en Be dingungen

ii') � e � e mo d M

0

f • ur e 2 E

+

,

iii') � e � � e mo d M

0

f • ur e 2 E

�

,

mit M

0

= h E

0

[ � E

0

i , dann hei�t B = [ E

0

; E

+

; E

�

] Quasinormalbasis .

Nat • urlic h ist jede Normalbasis auc h Quasinormalbasis, und jede Quasinormal-

basis impliziert eine Zerlegung M = M

0

� M

�

mit M

�

= h E

+

[ E

�

i . Au�erdem

induziert B = [ ; ; E

+

; E

�

] eine Normalbasis v on M = M

0

.

Viele Aussagen •ub er Quasinormalbasen lassen sic h einfac h auf en tsprec hende

Aussagen •ub er Normalbasen zur • uc kf • uhren. Die Bezieh ung zwisc hen Quasi-

normalbasen und Normalbasen, die dazu ausgen utzt wird, stellt die folgende

De�nition her.

De�nition 1.2.7 Es sei C = [ F

0

; F

+

; F

�

] eine Quasinormalb asis eines Mo-

duls M und B = [ E

0

; E

+

; E

�

] eine Normalb asis von M . Es hei�t B assoziiert

zu C , fal ls E

0

= F

0

ist und eine A bbildung � : E

+

[ E

�

! M

0

existiert, so

da�

F

+

= f e + � ( e ); e 2 E

+

g und F

�

= f e + � ( e ); e 2 E

�

g

ist.

Lemma 1.2.8 Je de Quasinormalb asis b esitzt eine zu ihr assoziierte Normal-

b asis.
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Beweis

Es sei die Quasinormalbasis C = [ F

0

; F

+

; F

�

] gegeb en.

Wir geb en explizit an, wie e und � ( e ) zu f 2 F

+

b erec hnet w erden, so da�

� e = e und � ( e ) 2 M

0

so wie f = e + � ( e ) gelten. (F • ur F

�

argumen tiert man

analog.)

Man setze m := � f � f . Es ist m 2 M

0

, und nac h Lemma 1.2.3 ist sogar

m 2 ( � � 1) M

0

. Daher l• a�t sic h m = ( � � 1) m

0

mit m

0

2 M

0

sc hreib en. Man

setze e := f � m

0

und � ( e ) := m

0

.

qed.

Die n• ac hste De�nition mit dem folgenden Lemma zeigt, wie sic h aus Normal-

und Quasinormalbasen eines Mo duls M Basen gewisser aus M abgeleiteter

Mo duln ergeb en.

De�nition 1.2.9 Ein Mo dul M de�niert die b eiden Mo duln

� M

�

:= M = k er

M

(1 � � ) ,

� M

+

:= M = k er

M

(1 + � ) .

Lemma 1.2.10 F • ur eine Normalb asis B = [ E

0

; E

+

; E

�

] eines Mo duls M gilt:

a) i) E

0

[ E

+

induziert eine Basis von M

+

,

ii) E

0

[ E

�

induziert eine Basis von M

�

,

b) i) (1 + � ) E

0

[ E

+

ist eine Basis von k er

M

(1 � � ) ,

ii) (1 � � ) E

0

[ E

�

ist eine Basis von k er

M

(1 + � ) ,

c) i) E

�

erzeugt die T orsionsgrupp e von M = (1 � � ) M , das hei�t, die

T orsionselemente sind von der F orm

P

e 2 E

�
�

e

e + (1 � � ) M mit

�

e

2 f 0 ; 1 g . Der torsionsfr eie A nteil von M = (1 � � ) M ist isomorph

zu M

+

.

ii) E

+

erzeugt die T orsionsgrupp e von M = (1 + � ) M , das hei�t, die

T orsionselemente sind von der F orm

P

e 2 E

+

�

e

e + (1 + � ) M mit

�

e

2 f 0 ; 1 g . Der torsionsfr eie A nteil von M = (1 + � ) M ist isomorph

zu M

�

.

T eil a gilt so gar, wenn B blo� eine Quasinormalb asis ist.

Beweis

Wir zeigen jew eils den i-T eil, die T eile ii folgen analog.

Zu a: Die Multiplik ation mit (1 + � ) ist ein Epimorphism us v on M nac h

(1 + � ) M . Direkt durc h Multiplik ation v on B mit (1 + � ) erh• alt man, da�

(1 + � ) E

0

[ 2 E

+

ein Erzeugendensystem v on (1 + � ) M ist. O�ensic h tlic h

ist (1 + � ) E

0

[ 2 E

+

auc h linear unabh• angig. Durc h Herausfaktorisieren

des Kerns des Epimorphism us erh• alt man M

+

= M = k er

M

(1 + � )

�

=

(1 + � ) M , und es folgt T eil a, i.
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Zu b: Es seien n un M

+

= h E

+

i , M

�

= h E

�

i und M

0

= h E

0

[ � E

0

i .

Unmittelbar ist M

+

� k er

M

(1 � � ) und M

�

\ k er

M

(1 � � ) = f 0 g klar.

Mit Lemma 1.2.3 rec hnet man M

0

\ k er

M

(1 � � ) = (1 + � ) M

0

nac h, und

zusammengenommen b ew eist dies den T eil b, i: Sc hreib en wir n• amlic h

m 2 k er

M

(1 � � ) als m = a

0

+ a

+

+ a

�

mit a

x

2 M

x

f • ur x 2 f 0 ; + ; �g ,

so folgt aus (1 � � ) m = 0, da� a

�

= 0 und a

0

2 (1 + � ) M

0

liegt.

Zu c: Aus den T eilen a, i und b, ii erhalten wir nac h Bemerkung 1.1.2 die

Zerlegung

M = h E

0

[ E

+

i � k er

M

(1 + � ) ; (10)

also M

�

=

M

+

� k er

M

(1 + � ). F aktorisieren wir in (10) auf b eiden Seiten

(1 � � ) M heraus, so erhalten wir nac h dem Bew eis v on Lemma 1.2.4 den

Isomorphism us

M = (1 � � ) M

�

=

M

+

� M

�

= 2 M

�

: (11)

Dies b ew eist T eil c, i.

F • ur Quasinormalbasen w• ahle man zun• ac hst eine assoziierte Normalbasis und

tausc he die Normalbasiselemen te dann gegen Quasinormalbasiselemen te aus.

qed.

Bemerkung 1.2.11 Wie im Beweis von L emma 1.2.10, a schon erw• ahnt,

erh• alt man aus einer Normalb asis [ E

0

; E

+

; E

�

] eines Mo duls M zum einen die

Basis (1 + � ) E

0

[ 2 E

+

von (1 + � ) M und zum ander en (1 � � ) E

0

[ 2 E

�

als

Basis von (1 � � ) M . Insb esonder e impliziert dies die F ormel

rg M = rg (1 + � ) M + rg (1 � � ) M ; (12)

zeigt ab er auch, da� M im al lgemeinen nicht die dir ekte Summe von (1 + � ) M

und (1 � � ) M ist.

1.3 Z [ � ] -Mo duln und T ensorpro dukte

In diesem Absc hnitt b etrac h ten wir die folgende Situation. Auf dem T ensor-

pro dukt M 
 L zw eier Mo duln M und L lassen wir Z [ � ] diagonal op erieren, das

hei�t, zu g 2 Z [ � ] sei g ( m 
 l ) := g m 
 g l . Wir kl• aren zun• ac hst, wie sic h eine

Normalzerlegung un ter dem T ensorpro dukt v erh• alt. Ansc hlie�end •ub ertragen

wir diese

•

Ub erlegungen auf Normalbasen.

1.3.1 Normalzerlegung und T ensorpro dukte

Wir b etrac h ten als erstes die Situation in den F• allen der einfac hsten Z [ � ]-

Mo duln.
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Lemma 1.3.1 Es op erier e � auf Z [ � ] dur ch Multiplikation, auf Z

+

�

=

Z dur ch

Identit• at und auf Z

�

�

=

Z dur ch Ne gation. Dann ist die Normalzerle gung der

m• oglichen T ensorpr o dukte zwischen jeweils zwei dieser Mo duln ge geb en dur ch

a) Z [ � ] 
 Z [ � ]

�

=

Z [ � ] � Z [ � ] ,

b) Z [ � ] 
 Z

�

�

=

Z

�


 Z [ � ]

�

=

Z [ � ] ,

c) Z

+


 Z

+

�

=

Z

�


 Z

�

�

=

Z

+

,

d) Z

+


 Z

�

�

=

Z

�


 Z

+

�

=

Z

�

.

Beweis

Zu a: Ist E

0

= f 1 
 1 ; 1 
 � g , so ist [ E

0

; ; ; ; ] eine Normalbasis v on Z [ � ] 
 Z [ � ].

Zu b: Mit E

0

= f 1 
 1 g ist in allen F• allen [ E

0

; ; ; ; ] eine Normalbasis.

Zu c: Mit E

+

= f 1 
 1 g ist hier [ ; ; E

+

; ; ] eine Normalbasis.

Zu d: Mit E

�

= f 1 
 1 g ist [ ; ; ; ; E

�

] eine Normalbasis.

qed.

Mit Hilfe v on Lemma 1.3.1 l• a�t sic h auf Grund der Distributivit• at des T ensor-

pro duktes die Normalzerlegung im allgemeinen F all b estimmen.

Lemma 1.3.2 Es sei L = L

0

� L

+

� L

�

und M = M

0

� M

+

� M

�

die

Normalzerle gung der b eiden Mo duln L und M . Dann ist die dir ekte Summe

der dr ei Mo duln

( L 
 M )

0

:= ( L

0


 M ) + ( L 
 M

0

) ,

( L 
 M )

+

:= ( L

+


 M

+

) � ( L

�


 M

�

) ,

( L 
 M )

�

:= ( L

�


 M

+

) � ( L

+


 M

�

)

eine Normalzerle gung von L 
 M .

Beweis

Man sc hreib e L

0

�

=

Z [ � ]

m

0

( L )

, M

0

�

=

Z [ � ]

m

0

( M )

, L

+

�

=

( Z

+

)

m

+

( L )

, M

+

�

=

( Z

+

)

m

+

( M )

, L

�

�

=

( Z

�

)

m

�

( L )

und M

�

�

=

( Z

�

)

m

�

( M )

, m ultipliziere die direkten

Summen distributiv aus, und w ende Lemma 1.3.1 an.

Insb esondere F • ur ( L 
 M )

0

erh• alt man den l• anglic hen Ausdruc k

( L 
 M )

0

= ( L

0


 M

0

) � ( L

0


 M

+

) � ( L

0


 M

�

) � ( L

+


 M

0

) � ( L

�


 M

0

) ; (13)

der sic h zur (nic h t direkten) Summe ( L

0


 M ) + ( L 
 M

0

) zusammenfassen

l• a�t.

qed.
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Lemma 1.3.2 impliziert einfac he F ormeln f • ur die In v arian ten m

+

und m

�

eines

Z [ � ]-Mo duls.

Korollar 1.3.3 F • ur zwei Mo duln L und M gilt

a) m

+

( L 
 M ) = m

+

( L ) m

+

( M ) + m

�

( L ) m

�

( M ) ,

b) m

�

( L 
 M ) = m

�

( L ) m

+

( M ) + m

+

( L ) m

�

( M ) .

Der Satz f • ur Normalzerlegungen w eist den W eg f • ur Normalbasen.

1.3.2 Normalbasen un ter T ensorpro dukten

Wir zeigen zun• ac hst, wie sic h Normalbasen un ter T ensorpro duktbildung v er-

halten. Sp• ater w erden wir einen en tsprec henden Satz f • ur Quasinormalbasen

aufstellen.

Satz 1.3.4 Es sei [ E

0

; E

+

; E

�

] eine Normalb asis eines Mo duls L , und es sei

[ F

0

; F

+

; F

�

] eine Normalb asis eines Mo duls M . Es sei ferner E

�

:= E

+

[ E

�

und F

�

:= F

+

[ F

�

. De�nier en wir

i) G

0

:= ( E

0

� F

0

) [ ( E

0

� � F

0

) [ ( E

0

� F

�

) [ ( E

�

� F

0

) ,

ii) G

+

:= ( E

+

� F

+

) [ ( E

�

� F

�

) ,

iii) G

�

:= ( E

+

� F

�

) [ ( E

�

� F

+

) ,

dann induziert [ G

0

; G

+

; G

�

] eine Normalb asis von L 
 M .

Mit ander en Worten, das Bild von G

0

[ � G

0

[ G

+

[ G

�

unter der A bbildung

L � M ! L 
 M ist eine Normalb asis von L 
 M .

Beweis

Der Satz ist eine

•

Ub ertragung v on Lemma 1.3.2 auf Basen. Wir zeigen, wie

dies im einzelnen aussieh t. Sc hreib en wir

L

0

:= h E

0

[ � E

0

i , L

+

:= h E

+

i , L

�

:= h E

�

i ,

und

M

0

:= h F

0

[ � F

0

i , M

+

:= h F

+

i , M

�

:= h F

�

i ,

so sieh t man mit Lemma 1.3.2 und Lemma 1.1.5, da� zum einen G

+

eine Basis

v on ( L 
 M )

+

und zum anderen G

�

eine Basis v on ( L 
 M )

�

induziert.

Da� G

0

[ � G

0

eine Basis v on ( L 
 M )

0

induziert, sieh t man b eispielsw eise mit

Hilfe der Zerlegung v on ( L 
 M )

0

gem• a� (13) ein: Wir stellen dazu die folgende

T ab elle auf. Die V ereinigung der paarw eise disjunkten Mengen in der link en

Spalte ergibt G

0

[ � G

0

, die rec h te Spalte ist eine direkte Summenzerlegung
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v on ( L 
 M )

0

nac h (13). Dab ei induziert die jew eils link e Seite eine Basis des

Mo duls auf der rec h ten Seite.

( E

0

[ � E

0

) � ( F

0

[ � F

0

) L

0


 M

0

( E

0

[ � E

0

) � F

+

L

0


 M

+

E

+

� ( F

0

[ � F

0

) L

+


 M

0

( E

0

� F

�

) [ ( � E

0

� � F

�

) L

0


 M

�

( E

�

� F

0

) [ ( � E

�

� � F

0

) L

�


 M

0

(14)

Nur die letzten b eiden Zeilen folgen nic h t direkt aus Lemma 1.1.5. Es gilt ab er

b eispielsw eise in der v orletzten Zeile � F

�

= f� f ; f 2 F

�

g , also erzeugen

� E

0

� � F

�

und � E

0

� F

�

den gleic hen Mo dul, und es gilt

h ( E

0

� F

�

) [ ( � E

0

� � F

�

) i = h ( E

0

[ � E

0

) � F

�

i = L

0


 M

�

: (15)

F • ur die letzte Zeile argumen tiert man analog.

qed.

Bemerkung 1.3.5 Nach der Konstruktion in Satz 1.3.4 lie gt E

0

� � F

0

in G

0

,

je do ch nicht � E

0

� F

0

. Dadur ch wir d die Konstruktion unsymmetrisch in L

und M . Dies l• a�t sich letztend lich nicht vermeiden, da eine und nur eine der

Mengen � E

0

� F

0

o der E

0

� � F

0

in G

0

aufgenommen wer den mu�, um eine

Normalb asis zu erhalten.

Satz 1.3.6 Satz 1.3.4 gilt genauso, wenn man \Normalb asis" dur ch \Quasi-

normalb asis" ersetzt.

Beweis

Wir zeigen zuerst •ahnlic h wie im Bew eis zu Satz 1.3.4, da� [ G

0

; G

+

; G

�

] Basis

ist, ansc hlie�end rec hnen wir die Quasinormalbasiseigensc haften explizit nac h.

Wie in Satz 1.3.4 seien E

�

:= E

+

[ E

�

und F

�

:= F

+

[ F

�

. Wir de�nieren

L

0

= h E

0

[ � E

0

i , L

�

= h E

�

i ,

und

M

0

= h F

0

[ � F

0

i , M

�

= h F

�

i ,

und erhalten die Zerlegungen L = L

0

� L

�

und M = M

0

� M

�

.

Im Un tersc hied zum Bew eis f • ur Normalbasen sind n un allerdings nic h t mehr

not w endig � E

�

� L

�

und � F

�

� M

�

. Es ist ab er immerhin � E

�

eine Basis

v on L

�

mo dulo L

0

und � F

�

eine Basis v on M

�

mo dulo M

0

. Dies f • uhrt zu der

folgenden T ab elle: Die Mengen der link en Spalte sind paarw eise disjunkt, und

v ereinigen sic h zu G

0

[ � G

0

[ G

+

[ G

�

, die mittlere Spalte ist eine direkte

Summenzerlegung v on L 
 M . Die Menge in der link en Spalte induziert eine

Basis des Mo duls in der mittleren Spalte mo dulo dem Mo dul in der rec h ten

Spalte.

( E

0

[ � E

0

) � ( F

0

[ � F

0

) L

0


 M

0

( E

0

� F

�

) [ ( � E

0

� � F

�

) L

0


 M

�

mo dulo L

0


 M

0

( E

�

� F

0

) [ ( � E

�

� F

0

) L

�


 M

0

mo dulo L

0


 M

0

E

�

� F

�

L

�


 M

�

(16)
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Es bleib en no c h die Quasinormalbasiseigensc haften zu zeigen. Das hei�t, es ist

zu zeigen, da� � g � g mo d ( L 
 M )

0

f • ur g 2 G

+

und � g � � g mo d ( L 
 M )

0

f • ur g 2 G

�

gilt. Sei also b eispielsw eise g 2 G

+

und insb esondere g = e 
 f

mit e 2 E

+

und f 2 F

+

(die anderen F• alle b ehandelt man analog). Dann gilt

� ( e 
 f ) = � e 
 � f � e 
 � f mo d L

0


 M

� e 
 f mo d L 
 M

0

:

(17)

qed.

1.3.3 Mehrfac he T ensorpro dukte v on Z [ � ] -Mo duln

In den letzten Absc hnitten wurde das V erhalten v on jew eils zw ei Mo duln L und

M un tersuc h t. Hat man mehrere Mo duln L

1

; : : : ; L

r

, die tensoriert w erden,

so erh• alt man eine Normalbasis v on L := L

1


 � � � 
 L

r

induktiv aus der

Konstruktion f • ur zw ei Mo duln. Wir w ollen im folgenden diese Situation n• aher

un tersuc hen.

De�nieren wir L

�

i

:= L

+

i

� L

�

i

, so folgt mit x = ( x

1

; : : : ; x

r

) aus der Distribu-

tivit• at des T ensorpro duktes

L =

r

O

i =1

( L

0

i

� L

�

i

) =

M

x 2f 0 ; �g

r

( L

x

1

1


 � � � 
 L

x

r

r

) : (18)

Wir un tersuc hen n un L

0

und L

�

n• aher.

Zu L

�

: Zun• ac hst erh• alt man induktiv aus Lemma 1.3.2, da� L

�

= ( L

�

1


 � � � 
 L

�

r

)

ist. En th• alt W � f + ; �g

r

genau die V orzeic hen tup el, in denen das Min us-

zeic hen in gerader Anzahl v ork omm t, und ist W

c

:= f + ; �g

r

n W , so gilt

L

+

=

M

x 2 W

( L

x

1

1


 � � � 
 L

x

r

r

) und L

�

=

M

x 2 W

c

( L

x

1

1


 � � � 
 L

x

r

r

) : (19)

Wir form ulieren zw ei Sp ezialf• alle, die sp• ater im Zusammenhang mit Kreisein-

heiten auftreten w erden, als Lemma.

Lemma 1.3.7 Es sei L = L

1


 � � � 
 L

r

.

a) Ist L

�

i

= 0 f • ur mindestens ein i 2 f 1 ; : : : ; r g , dann ist L

+

= L

�

= 0 .

b) Ist L

+

i

= 0 f • ur al le i 2 f 1 ; : : : ; r g , so ist

{ im F al l, da� r ger ade ist: L

+

= L

�

1


 � � � 
 L

�

r

und L

�

= 0 ,

{ im F al l, da� r unger ade ist: L

�

= L

�

1


 � � � 
 L

�

r

und L

+

= 0 .

Beweis

T eil a folgt sofort aus L

�

= L

�

1


 � � � 
 L

�

r

und T eil b aus Gleic h ung (19).

qed.
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Zu L

0

: In der rec h ten Seite v on (18) geh• oren alle Summanden bis auf einen,

n• amlic h L

�

= L

�

1


 � � � 
 L

�

r

zum L

0

-T eil. Man k ann die Summanden b eispiels-

w eise auf folgende W eise zusammenfassen:

L

0

=

r

M

i =1

( L

�

1


 � � � 
 L

�

i � 1


 L

0

i


 L

i +1


 � � � 
 L

r

) : (20)

Die direkte Summe, aus der L

0

zusammengesetzt ist, b esteh t dann n ur no c h

aus r Summanden und nic h t mehr aus 2

r

� 1 Summanden wie in (18).

F ormal zeigt man (20) durc h Induktion nac h r . Bezeic hnen wir mit M

r

die

rec h te Seite v on (20), so folgt aus der Distributivit• at des T ensorpro dukts mit

der direkten Summe

M

r

=

 

r � 1

M

i =1

( L

�

1


 � � � 
 L

�

i � 1


 L

0

i


 L

i +1


 � � � 
 L

r � 1

)

!


 L

r

� ( L

�

1


 � � � 
 L

�

r � 1


 L

0

r

)

= ( M

r � 1


 L

r

) � ( L

�

1


 � � � 
 L

�

r � 1


 L

0

r

) :

(21)

Nac h Induktionsannahme ist M

r � 1

gleic h der rec h ten Seite v on (18) (mit r � 1

statt r ), w ob ei jedo c h der Summand L

�

= L

�

1


 � � � 
 L

�

r � 1

fehlt. Damit erh• alt

man (20).

Die Zusammenfassung der Summanden aus (18) zu �nden l• a�t sic h zumindest

f • ur r � 3 geometrisc h in terpretieren: Man •ub erdec k e einen r -dimensionalen

W • urfel (den Mo dul L = L

1


 � � � 
 L

r

), aus dem ein kleinerer W • urfel (der

T eilmo dul L

�

= L

�

1


 � � � 
 L

�

r

) en tfern t wurde, durc h (m• oglic hst gro�e) Quader.

Im F alle r = 3 s• ahe die Zerlegung wie folgt aus.

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

L

�

1

L

0

1

L

0

2

L

�

2

L

�

3

L

0

3

L

0

1


 L

2


 L

3

L

�

1


 L

0

2


 L

3

L

�

1


 L

�

2


 L

0

3

Im folgenden Satz zeigen wir, wie die obigen

•

Ub erlegungen f • ur (Quasi-)Nor-

malbasen aussehen.

Satz 1.3.8 Ge geb en seien die Mo duln L

1

; : : : ; L

r

, jeweils mit (Quasi-)Normal-

b asen

B

i

= [ E

0

i

; E

+

i

; E

�

i

] = E

0

i

[ � E

0

i

[ E

+

i

[ E

�

i

(22)

f • ur i = 1 ; : : : ; r , und wir de�nier en E

�

i

:= E

+

i

[ E

�

i

. Weiter sei W � f + ; �g

r

die Menge der V orzeichentup el x = ( x

1

; : : : ; x

r

) , in denen das Minuszeichen in

ger ader A nzahl vorkommt und W

c

:= f + ; �g

r

n W .

Unter diesen V or aussetzungen induziert [ F

0

; F

+

; F

�

] mit
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i) F

0

=

r

[

i =1

E

�

1

� � � � � E

�

i � 1

� E

0

i

� B

i +1

� � � � � B

r

,

ii) F

+

=

[

x 2 W

E

x

1

1

� � � � � E

x

r

r

,

iii) F

�

=

[

x 2 W

c

E

x

1

1

� � � � � E

x

r

r

,

eine (Quasi-)Normalb asis von L =

N

r

i =1

L

i

.

Beweis

Die T eile i-iii sind eine

•

Ub ersetzung der Zerlegungen (19) und (20) in Normal-

basen. Alternativ k ann man Satz 1.3.8 auc h direkt •ub er Induktion nac h r , und

dann mit Satz 1.3.4 b ezieh ungsw eise Satz 1.3.6 b ew eisen.

qed.

F • ur zw ei Sp ezialf• alle, die sp• ater im Zusammenhang mit Kreiseinheiten auf-

treten w erden, form ulieren wir das dem Lemma 1.3.7 f • ur Normalbasen en t-

sprec hende Korollar zu Satz 1.3.8.

Korollar 1.3.9 In Satz 1.3.8 gilt insb esonder e:

a) Existiert ein i 2 f 1 ; : : : ; r g mit E

�

i

= ; , b eispielsweise i = 1 , so ist

F

+

= F

�

= ; und F

0

= E

0

1

� B

2

� � � � � B

r

.

b) Ist E

+

i

= ; f • ur al le i = 1 ; : : : ; r , so ist

{ im F al l, da� r ger ade ist: F

+

= E

�

1

� � � � � E

�

r

und F

�

= ; ,

{ im F al l, da� r unger ade ist: F

�

= E

�

1

� � � � � E

�

r

und F

+

= ; .

F

0

ist dab ei wie in Satz 1.3.8, iii de�niert.

1.4 Zeilenfaktormo duln

Der Zeilenfaktormo dul en tsteh t als freier Mo dul •ub er einer Pro duktmenge

A

1

� � � � � A

r

mo dulo dem Erzeugnis der Summen •ub er einzelne Komp onen-

ten A

i

, die wir als Zeilensummen b ezeic hnen. Eine exakte De�nition wird im

ersten Absc hnitt gegeb en. Ansc hlie�end zeigen wir, da� sic h ein Zeilenfaktor-

mo dul als T ensorpro dukt v on einfac h aufgebauten, sogenann ten elemen taren

Zeilenfaktormo duln au�assen l• a�t.

Op eriert zus• atzlic h � auf dem Zeilenfaktormo dul, so stellt sic h die F rage nac h

der Konstruktion v on Normalbasen und Quasinormalbasen v on Zeilenfaktor-

mo duln. Dazu reic h t es aus, diese zun• ac hst n ur f • ur elemen tare Zeilenfak-

tormo duln zu k onstruieren und dann die Ergebnisse •ub er Normalbasen und

T ensorpro dukte anzu w enden.
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Die Zeilensummen sind un tereinander nic h t frei v on Relationen. Im letzten

Absc hnitt w erden wir daher die Relationen, die zwisc hen den Zeilensummen

b estehen, genau un tersuc hen und sogar eine Basis v on dem v on den Zeilen-

summen erzeugten Mo dul angeb en.

1.4.1 De�nition und Eigensc haften

De�nition 1.4.1 Zu r 2 N sei A =

Q

r

i =1

A

i

das end liche Pr o dukt end licher

Mengen und J � f 1 ; : : : ; r g .

De�nier en wir M := h A i als fr eies Erzeugnis von A und R � M als Erzeugnis

der Zeilensummen

s

A

i

( a ) := s

A

i

( a

1

; : : : ; a

r

) =

X

b 2 A

i

( a

1

; : : : ; a

i � 1

; b; a

i +1

; : : : ; a

r

) ; (23)

mit a 2 A und i 2 J , so hei�t Z := M =R der Zeilenfaktormo dul zu A und J .

Die Mengen A

i

hei�en F aktoren von Z , und diejenigen F aktor en A

i

mit i 2 J

nennen wir ec h te F aktor en.

Ist r = 1 so nennen wir Z elemen tar .

•

Ublic herw eise geb en wir b ei der De�nition eines Zeilenfaktormo duls zu A und

J nic h t die Menge J an, sondern erkl• aren, w elc he F aktoren ec h t sind. Beispiels-

w eise sprec hen wir v om Zeilenfaktormo dul zu A � B , w ob ei A ec h ter F aktor

und B k ein ec h ter F aktor ist.

Bemerkung 1.4.2 Ist ein Zeilenfaktormo dul Z zu einer Menge A elementar,

so gibt es genau zwei M• oglichkeiten:

� A ist kein e chter F aktor. Dann ist Z = h A i , und wir nennen Z trivialen

elementar en Zeilenfaktormo dul zu A .

In diesem F al l ist A selbst auch eine Basis von Z .

� A ist e chter F aktor. Dann ist Z = h A i = h

P

a 2 A

a i , und wir nennen Z den

nic h ttrivialen elementar en Zeilenfaktormo dul zu A .

Ist a

]

2 A , so ist in diesem F al l A

[

:= A n f a

]

g eine Basis von Z .

Beispiele f • ur Zeilenfaktormo duln �nden sic h in Absc hnitt 2.1. Die dort de�-

nierten Zeilenfaktormo duln w erden zu den Kreiseinheiten in Bezieh ung gesetzt,

w ob ei die Zeilensummen den durc h Relativnormen erzeugten Relationen en t-

sprec hen.

V on en tsc heidender Bedeutung ist der folgende Satz, der es erlaubt v on ele-

men taren Zeilenfaktormo duln auf b eliebige Zeilenfaktormo duln zu sc hlie�en.

Satz 1.4.3 Es sei X ein Zeilenfaktormo dul zu A = A

1

� � � � � A

r

und Y ein

Zeilenfaktormo dul zu B = B

1

� � � � � B

s

. Ist Z der Zeilenfaktormo dul mit

F aktor en A

1

, . . . , A

r

, B

1

, . . . , B

s

, wob ei genau die F aktor en e cht sind, die

auch schon in X und Y e cht war en, dann gilt Z

�

=

X 
 Y .
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Beweis

Es seien L = h A i , M = h B i und N = h A � B i . W eiter seien Q; R und S

als Erzeugnis der en tsprec henden Zeilensummen de�niert, so da� X = L=Q ,

Y = M =R und Z = N =S gilt.

Wir zeigen die Behauptung zun• ac hst un ter der Annahme, da� X und Y frei

sind. Nac h Lemma 1.1.6 ist dann L=Q 
 M =R

�

=

( L 
 M ) = ( Q 
 M + L 
 R ).

Wir zeigen L 
 M

�

=

N und Q 
 M + L 
 R

�

=

S , w ob ei jew eils a 
 b 2 L 
 M

auf ( a; b ) 2 N abgebildet wird. Der Isomorphism us L 
 M

�

=

N folgt sofort

mit Lemma 1.1.5.

Ist q eine Zeilensumme aus Q und m 2 M , so wird q 
 m auf eine Zeilensumme

aus S abgebildet. Also wird Q 
 M auf S abgebildet. Analog wird auc h L 
 R

auf S abgebildet. Somit ist der Homomorphism us Q 
 M + L 
 R

 

! S

w ohlde�niert. Die Injektivit• at v on  ist gegeb en, da  eine Einsc hr• ankung

des Isomorphism us L 
 M

�

=

N ist. Es bleibt die Surjektivit• at zu zeigen. Ein

Urbild einer Zeilensumme aus S ist ab er en t w eder v on der F orm q 
 m 2 Q 
 M

o der v on der F orm l 
 r 2 L 
 R . Da S v on Zeilensummen erzeugt wird, folgt

die Behauptung.

Bisher wurde gezeigt: Gelten die V oraussetzungen v on Satz 1.4.3 und sind X

und Y frei, so gilt Z

�

=

X 
 Y .

Wir zeigen n un durc h Induktion nac h r , da� X frei ist. Da� Y frei ist, folgt

analog durc h Induktion nac h s . Ist r = 1, so ist X elemen tar und daher of-

fensic h tlic h frei. F • ur r > 1 sei X

0

der Zeilenfaktormo dul zu A

1

� � � � � A

r � 1

und X

00

der elemen tare Zeilenfaktormo dul zu A

r

. Nac h Induktionsannahme

sind X

0

und X

00

frei, also erhalten wir nac h dem bisher b ewiesenen den Iso-

morphism us X

�

=

X

0


 X

00

. Da das T ensorpro dukt zw eier freier Mo duln nac h

Lemma 1.1.5 wieder frei ist, ist X frei.

qed.

Durc h mehrmalige An w endung v on Satz 1.4.3 erhalten wir das folgende Ko-

rollar.

Korollar 1.4.4 Je der Zeilenfaktormo dul ist das T ensorpr o dukt elementar er

Zeilenfaktormo duln.

Damit k• onnen wir insb esondere eine Basis des Zeilenfaktormo duls angeb en.

Lemma 1.4.5 Es sei Z ein Zeilenfaktormo dul zu A = A

1

� � � � � A

r

. Weiter

sei A

[

i

:= A

i

, fal ls A

i

kein e chter F aktor ist, und A

[

i

:= A

i

n f a

]

i

g , fal ls A

i

e chter

F aktor ist mit a

]

i

2 A

i

jeweils f • ur i = 1 ; : : : ; r . Dann ist Z fr ei, und

B := A

[

1

� � � � � A

[

r

(24)

induziert eine Basis von Z .
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Beweis

Nac h Korollar 1.4.4 ist Z das T ensorpro dukt v on o�ensic h tlic h freien ele-

men taren Zeilenfaktormo duln, deren Basen in Bemerkung 1.4.2 angegeb en

sind. Durc h wiederholte An w endung v on Lemma 1.1.5 folgt, da� B in der

T at Basis ist.

qed.

1.4.2 Normalbasen elemen tarer Zeilenfaktormo duln

Op eriert auf jedem F aktor A

i

eines Zeilenfaktormo duls Z zu A =

Q

r

i =1

A

i

die zw eielemen tige Grupp e f 1 ; � g , so setzen wir diese k omp onen ten w eise fort

auf A . Homomorphes F ortsetzen auf M = h A i und ansc hlie�endes Heraus-

faktorisieren des v on den Zeilensummen erzeugten Mo duls R mac h t Z zum

Z [ � ]-Mo dul. Damit stellt sic h die F rage nac h Normalbasen v on Zeilenfaktor-

mo duln.

Da wir jeden Zeilenfaktormo dul als T ensorpro dukt elemen tarer Zeilenfaktor-

mo duln iden ti�ziert hab en, k ann man sic h b ei der Konstruktion v on Nor-

malbasen v on Zeilenfaktormo duln auf elemen tare Zeilenfaktormo duln zur • uc k-

ziehen, dort Normalbasen k onstruieren und die Aussagen •ub er T ensorpro dukte

und Normalbasen aus Absc hnitt 1.3 an w enden, um eine Normalbasis eines b e-

liebigen Zeilenfaktormo duls zu erhalten. In diesem Absc hnitt b estimmen wir

daher Normalbasen und Quasinormalbasen f • ur die elemen taren Zeilenfaktor-

mo duln.

Op eriert f 1 ; � g auf einer Menge A , so b esitzt diese eine Zerlegung

A = E

0

[ � E

0

[ E

+

(25)

in paarw eise disjunkte Mengen mit � e = e f • ur e 2 E

+

, die wir im folgen-

den Normalzerle gung nennen, und mit [ E

0

; E

+

] b ezeic hnen. F • ur den trivialen

elemen taren Zeilenfaktormo dul h A i ist dann sc hon [ E

0

; E

+

; ; ] eine Normalba-

sis. Den nic h ttrivialen elemen taren Zeilenfaktormo dul b esc hreibt das folgende

Lemma.

Lemma 1.4.6 A us einer Normalzerle gung [ E

0

; E

+

] einer Menge A erh• alt man

eine in h A i leb ende Normalb asis [ F

0

; F

+

; F

�

] des nichttrivialen elementar en

Zeilenfaktormo duls h A i = h

P

a 2 A

a i dur ch die folgenden De�nitionen.

1. F al l: E

+

6= ; . Zu einem e 2 E

+

sei

F

0

:= E

0

, F

+

:= E

+

n f e g , F

�

:= ; .

2. F al l: E

+

= ; . Zu einem e 2 E

0

sei

F

0

:= E

0

n f e g , F

+

:= ; , F

�

:= f

P

d 2 E

0

d g .

Ersetzt man im 2. F al l F

�

dur ch

g

F

�

:= f e g , so ist [ F

0

; F

+

;

g

F

�

] eine Quasi-

normalb asis.



1.4 Zeilenfaktormo duln 27

Beweis

Es sei B = [ F

0

; F

+

; F

�

]. O�ensic h tlic h ist j B j = j A j � 1, also gleic h dem Rang

des Zeilenfaktormo duls h A i = h

P

a 2 A

a i .

Es reic h t daher zu zeigen, da� B Erzeugendensystem v on Z ist, w as im 1. F all

trivial ist. Im 2. F all ist zu zeigen, da� die Elemen te e und � e v on B erzeugt

w erden. Sc hreib en wir f :=

P

d 2 E

0
d , so folgt dies aus den b eiden Relationen

e = f �

P

d 2 F

0

d und � e = � f �

P

d 2 � F

0

d . Da� B nic h t n ur Basis, sondern

sogar Normalbasis ist, rec hnet man direkt nac h. Eb enso rec hnet man den

Zusatz zum zw eiten F all, da� B = [ F

0

; F

+

;

g

F

�

] eine Quasinormalbasis ist,

nac h.

qed.

Der V orteil der Quasinormalbasis im Gegensatz zur Normalbasis liegt darin,

da� die Basis ganz aus Elemen ten des Erzeugendensystems A gew• ahlt w erden

k ann.

Da ein b eliebiger Zeilenfaktormo dul nac h Korollar 1.4.4 als T ensorpro dukt ele-

men tarer Zeilenfaktormo duln iden ti�ziert w erden k ann, l• a�t sic h n un auc h mit

Hilfe der Masc hinerie aus Absc hnitt 1.3 eine Basis eines b eliebigen Zeilenfaktor-

mo duls k onstruieren. In Absc hnitt 2.1 wird dies am Beispiel des Kreismo duls

ausf • uhrlic h v orgef • uhrt.

1.4.3 Die Relationen der Zeilensummen

Es sei Z = M =R ein Zeilenfaktormo dul zu A =

Q

r

i =1

A

i

. Wir nehmen im

folgenden an, da� alle F aktoren ec h t sind (unec h te F aktoren st• oren die folgen-

den

•

Ub erlegungen nic h t, ersc h w eren ab er die Lesbark eit). Um Dopp elindizes

zu v ermeiden sc hreib en wir im folgenden s

i

( a ) f • ur die Zeilensumme s

A

i

( a ) f • ur

i = 1 ; : : : ; r und a 2 A . Die Zeilensummen gen • ugen f • ur b eliebige a

i

2 A

i

und

1 � i; j � r o�ensic h tlic h der Relation

X

b 2 A

i

s

j

( a

1

; : : : ; a

i � 1

; b; a

i +1

; : : : ; a

r

) =

X

c 2 A

j

s

i

( a

1

; : : : ; a

j � 1

; c; a

j +1

; : : : ; a

r

) : (26)

Dies ist in der T at die einzige Relation, die zwisc hen den Zeilensummen b esteh t.

Um dies zu zeigen, geb en wir eine Basis der Zeilensummen an, und zeigen

dab ei, da� zur Erzeugung der Zeilensummen, die nic h t in der Basis liegen, aus-

sc hlie�lic h Relationen aus (26) b en utzt w erden. Im Ansc hlu� an den folgenden

Satz zeigen wir dann, wie dieses Ergebnis in die Darstellbark eit der Zeilenfak-

tormo duln als T ensorpro dukt elemen tarer Zeilenfaktormo duln hineinpa�t.

Satz 1.4.7 Zu i = 1 ; : : : ; r sei jeweils a

]

i

2 A

i

fest gew• ahlt. Dann ist

C :=

r

[

i =1

f s

i

( a

1

; : : : ; a

r

); ( a

1

; : : : ; a

r

) 2 A; a

j

6= a

]

j

f • ur i < j � r g (27)

eine Basis von R , und diejenigen Zeilensummen, die nicht in der Basis C

lie gen, wer den mit Hilfe von R elationen vom T yp (26) von C erzeugt.
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Beweis

R ist als T eilmo dul v on M torsionsfrei. Um zu zeigen, da� C Basis ist, reic h t es

zu zeigen, da� C ein Erzeugendensystem und j C j = rg R ist. Dab ei v erw enden

wir im Bew eis n ur die Relationen v om T yp (26). F • ur i = 1 ; : : : ; r sei im

folgenden A

[

i

:= A

i

n f a

]

g .

C ist Erzeugendensystem: Wir ordnen jeder Zeilensumme � := s

i

( a

1

; : : : ; a

r

)

den W ert � ( � ) := max ( f 0 g [ f j ; a

j

= a

]

j

g ) zu, und w enden Induktion

nac h � ( � ) an. Ist � ( � ) = 0, so liegt � in C . Nehmen wir n un an, da� alle

Zeilensummen �

0

mit � ( �

0

) < � ( � ) v on C erzeugt w erden.

Relation (26) liefert

� = s

i

( a

1

; : : : ; a

r

) =

X

b 2 A

i

s

� ( � )

( a

1

; : : : ; a

i � 1

; b; a

i +1

; : : : ; a

r

)

�

X

c 2 A

[

� ( � )

s

i

( a

1

; : : : ; a

� ( � ) � 1

; c; a

� ( � )+1

; : : : ; a

r

)

(28)

Die Summanden s

� ( � )

( a

1

; : : : ; a

r

), jew eils mit a

i

= b in der ersten Summe,

liegen alle in C , denn es ist a

� ( � )+1

6= a

]

� ( � )+1

, . . . , a

r

6= a

]

r

nac h der

De�nition v on � ( � ).

Die Summanden �

0

:= s

i

( a

1

; : : : ; a

r

), jew eils mit a

� ( � )

= c aus der zw eiten

Summe w erden nac h der Induktionsannahme v on C erzeugt: Es ist

a

� ( � )

6= a

]

� ( � )

, und daher � ( �

0

) < � ( � ).

rg R = j C j : In terpretieren wir Z als T ensorpro dukt elemen tarer Zeilenfaktor-

mo duln, so erhalten wir rg Z =

Q

r

i =1

( j A

i

j � 1). Es ist w eiter rg M =

Q

r

i =1

j A

i

j , und wir erhalten rg R = rg M � rg Z .

De�nieren wir B := A

[

1

� � � � � A

[

r

, so ist H := A n B eine Menge der

M• ac h tigk eit rg R . Wir geb en eine Bijektion v on C nac h H an.

Es b esteh t H aus genau den r -T up eln ( a

1

; : : : ; a

r

), die in mindestens einer

der Komp onen ten ein Elemen t a

i

= a

]

i

stehen hab en. Eine Bijektion

C ! H ist gegeb en durc h

s

i

( a

1

; : : : ; a

r

) 7! ( a

1

; : : : ; a

i � 1

; a

]

i

; a

i +1

; : : : ; a

r

) : (29)

Die Umk ehrabbildung ordnet dab ei jedem a = ( a

1

; : : : ; a

r

) diejenige

Summe s

i

( a ) zu, f • ur die i maximal ist mit a

i

= a

]

i

.

qed.

Wir w ollen im folgenden no c h ohne Bew eis erl• autern, wie die Dopp elsummen

im Zusammenhang mit der In terpretation der Zeilenfaktormo duln als T ensor-

pro dukte zu v erstehen sind.

Hab en wir Z

�

=

X 
 Y mit Zeilenfaktormo duln X ; Y und Z , und sc hreib en

wir X = L=Q und Y = M =R , so ist, wie im Bew eis zu Satz 1.4.3 gezeigt,



1.5 Di�er enzenmo duln 29

Z

�

=

( L 
 M ) = ( Q 
 M + L 
 R ). Die Summe in Q 
 M + L 
 R ist nic h t

direkt, sondern es gilt ( Q 
 M ) \ ( L 
 R ) = Q 
 R . Da so w ohl Q als auc h R

v on Zeilensummen erzeugt w erden, wird Q 
 R v on T ensorpro dukten jew eils

zw eier Zeilensummen erzeugt. Dies en tspric h t gerade den Dopp elsummen.

Zum Sc hlu� dieses Absc hnittes sei no c h angemerkt, da� sic h zeigen l• a�t, da�

die Relationen, die zwisc hen den Dopp elsummen b estehen, gerade die Dreifac h-

summen sind usw, das hei�t, die Relationen, die innerhalb der n -fac h-Summen

b estehen, w erden gerade v on den ( n + 1)-fac h-Summen gebildet.

1.5 Di�erenzenmo duln

Bei der Behandlung v on Grupp enringen R G einer Grupp e G •ub er einem Ring

R spielt der Augmen tationshomomorphism us eine b esondere Rolle. Dieser

ordnet einem Elemen t

P

a

g

g aus R G die Summe

P

a

g

2 R zu (siehe Ab-

sc hnitt 1.1.5 in [2]). Der Kern dieses Homomorphism us bildet einen T eilmo dul

� R G , der b eispielsw eise v on f g � g

0

; g ; g

0

2 G g erzeugt wird.

Dies l• a�t sic h in o�ensic h tlic her W eise auf b eliebige Mo duln N v erallgemeinern.

Zu einer Menge E � N b etrac h te man den T eilmo dul

�

E

N := h e � e

0

; e; e

0

2 E i � N : (30)

In den n• ac hsten Absc hnitten un tersuc hen wir solc he Mo duln �

E

N . Dab ei

b etrac h ten wir zun• ac hst den \klassisc hen" F all, da� E eine Basis v on N ist

und daran ansc hlie�end den F all, da� E n ur ein Erzeugendensystem v on N

ist. Im darau�olgenden Absc hnitt •ub ertragen wir die f • ur Z -Mo duln erhaltenen

Ergebnisse auf Z [ � ]-Mo duln.

Absc hlie�end b ehandeln wir dann den F all, da� N ein gewisser Zeilenfaktor-

mo dul ist, der sp• ater im Zusammenhang mit Kreiseinheiten wic h tig ist.

1.5.1 Der Augmen tationshomomorphism us

Der Augmen tationshomomorphism us tauc h t in der Regel im Zusammenhang

mit Grupp enringen auf und wird dann auf diesen auc h de�niert. Zur v ern • unf-

tigen De�nition der Augmen tation reic hen jedo c h sc hon ein Mo dul und eine

Basis dieses Mo duls aus.

De�nition 1.5.1 Es sei M ein Mo dul mit Basis B . Dann hei�t der Homo-

morphismus

aug : M ! Z ;

X

b 2 B

�

b

b 7!

X

b 2 B

�

b

(31)

Augmen tationshomomorphism us .

Der T eilmo dul k er

M

aug al ler Elemente von M mit A ugmentation Nul l wir d

mit � M b ezeichnet.
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Es sei angemerkt, da� aug und � w esen tlic h v on der Basis B abh• angen, so da�

eigen tlic h aug

B

und �

B

zu sc hreib en w• are. Im folgenden ist ab er immer klar,

w elc he Basis gemein t ist, so da� wir � und aug nic h t mit der Basis indizieren.

Eine Basis v on � M ist wie folgt gegeb en.

Lemma 1.5.2 Es sei M ein Mo dul mit Basis B . Weiter sei b

]

2 B und

B

[

:= B n f b

]

g . Dann ist

B

0

:= f b � b

]

; b 2 B

[

g (32)

eine Basis von � M .

Beweis

O�ensic h tlic h ist B

0

[ f b

]

g eine Basis v on M . Sc hreib en wir m 2 � M als

m = �

b

] b

]

+

X

b 2 B

[

�

b

( b � b

]

) (33)

mit �

b

2 Z , so zeigt die An w endung v on aug auf (33), da� �

b

] = 0 ist.

qed.

Insb esondere folgt aus Lemma 1.5.2, da� der Index [ M : � M ] = 1 ist.

Im n• ac hsten Absc hnitt 1.5.2 brauc hen wir den gr• o�ten gemeinsamen T eiler

•ub er alle Augmen tationen der Elemen te eines T eilmo duls R � M . Wir un ter-

suc hen diesen W ert im folgenden genauer.

Lemma 1.5.3 Es sei M ein Mo dul mit Basis B und R � M ein T eilmo dul

von M , und R b esitze zumindest ein Element, das nicht in � M lie gt. Dann

existiert r 2 R mit aug ( r ) = gcd aug ( R ) .

Beweis

Es sei r 2 R ein Elemen t mit minimaler p ositiv er Augmen tation. Da r 2 R

liegt, ist gcd aug ( R ) ein T eiler v on aug ( r ).

Es ist no c h zu zeigen, da� aug ( r ) j aug( r

0

) f • ur alle r

0

2 R gilt. Denn dann gilt

auc h, da� aug ( r ) den gr• o�ten gemeinsamen T eiler •ub er alle Augmen tationen

v on R teilt. Somit ist aug ( r ) gleic h diesem.

Existiert r

0

2 R mit aug ( r ) j6 aug ( r

0

), dann hat � = gcd (aug ( r ) ; aug( r

0

)) eine

Darstellung � = � aug ( r ) + � aug ( r

0

) mit � , � 2 Z . Damit ist ab er � r + � r

0

2 R

ein Elemen t mit p ositiv er Augmen tation � < aug ( r ), w as ein Widerspruc h zur

Minimalit• at v on aug ( r ) ist.

qed.

Explizit b erec hnen k ann man gcd aug ( R ) •ub er ein Erzeugendensystem v on R .

Lemma 1.5.4 Ist E � R ein Erzeugendensystem von R , so gilt gcd aug ( R ) =

gcd aug ( E ) .
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Beweis

Ist r 2 R ein Elemen t mit aug ( r ) = gcd aug ( R ), so k ann man r =

P

e 2 E

�

e

e

sc hreib en und erh• alt aug ( r ) =

P

e 2 E

�

e

aug ( e ). F • ur den gr• o�ten gemeinsamen

T eiler v on Zahlen a

1

; : : : ; a

r

und b gilt gcd( a

1

; : : : ; a

r

; b ) = gcd( a

1

; : : : ; a

r

), w enn

b eine Lineark om bination der a

i

ist. Damit erhalten wir

gcd aug ( R ) = aug ( r ) = gcd(aug ( E ) [ f aug ( r ) g ) = gcd aug ( E ) : (34)

qed.

1.5.2 Konstruktion v on Basen

Es sei M ein Mo dul mit Basis B . W eiter sei R � M ein T eilmo dul, so da�

N = M =R frei ist.

Im letzten Absc hnitt de�nierten und un tersuc h ten wir den Augmen tations-

homomorphism us aug : M ! Z ,

P

�

b

b 7!

P

�

b

, dessen Kern � M v on der

Menge f b � b

0

; b; b

0

2 B g erzeugt wird. (Dab ei k ann b

0

auc h fest gew• ahlt

w erden.) In Analogie dazu de�nieren wir den T eilmo dul � N v on N .

De�nition 1.5.5 Es sei M ein Mo dul, R � M ein T eilmo dul und N = M =R

fr ei. Ist B eine Basis von M , dann hei�t der Mo dul

� N := h ( b � b

0

) + R ; b; b

0

2 B i = (� M + R ) =R (35)

Di�erenzenmo dul von N = M =R zu B .

Hier sei wie in De�nition 1.5.1 angemerkt, da� � N jew eils v on der Basis B

abh• angt. In der Regel ist ab er eindeutig, w elc he Basis gemein t ist.

Der Index v on � M in M ist unendlic h. Wir b ean t w orten im folgenden diese

F rage f • ur [ N : � N ].

Lemma 1.5.6 Es sei M ein Mo dul mit Basis B . Es sei weiter R � M

T eilmo dul, so da� N = M =R fr ei ist, und es sei � N der Di�er enzenmo dul

von N zu B . Dann gilt

[ N : � N ] = gcd aug ( R ) ; (36)

wob ei gcd f 0 g = 1 zu de�nier en ist.

Beweis

Es sei b

0

2 B . Da b � b

0

mo d � M f • ur alle b 2 B ist, ist N = � N zyklisc h mit

Erzeugendem b

0

, und der Index [ N : � N ] ist die kleinste p ositiv e Zahl m mit

mb

0

2 R + � M .
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Ist R � � M , das hei�t, hab en alle Elemen te aus R Augmen tation Null, so

liegt w egen aug ( mb

0

) = m k ein mb

0

mit m 6= 0 in � M + R . Der Index ist

dann unendlic h.

Ansonsten zeigt Lemma 1.5.3, da� r 2 R mit Augmen tation � := aug ( r ) =

gcd aug ( R ) existiert. F • ur dieses r 2 R gilt �b

0

� r mo d � M , somit folgt, da�

�b

0

+ R 2 � N ist.

W• are umgek ehrt � b

0

+ R 2 � N mit 0 < � < � , so existierte r

0

2 R mit

r

0

� � b

0

2 � M . Somit w• are aug ( r

0

) = � < gcd aug ( R ), w as nic h t sein k ann.

qed.

Als n• ac hstes b etrac h ten wir die Konstruktion einer Basis v on � N . Fixieren

wir b

]

2 B , so ist b ek ann tlic h B

0

= f b � b

]

; b 2 B ; b 6= b

]

g eine Basis v on

� M . Zumindest im F all [ N : � N ] < 1 k ann sc hon aus Ranggr • unden diese

Basisbildung nic h t zu einer Basis v on � N f • uhren, da B

0

ein Elemen t w eniger

en th• alt als B . F • ur � N k ann man ab er zumindest eine •ahnlic he Konstruktion

durc hf • uhren, wie wir in den folgenden Lemmata und im Algorithm us zeigen

w erden.

In den n• ac hsten b eiden Lemmata k onstruieren wir eine in M leb ende Basis

v on � N aus einer in M leb enden Basis C v on N un ter der auf den ersten

Blic k stark en V oraussetzung, da� alle Elemen te aus C gleic he Augmen tation

hab en. Im Ansc hlu� an diese Lemmata stellen wir einen Algorithm us v or, der,

v on einer b eliebigen Basis ausgehend, eine solc he sp ezielle Basis k onstruiert.

Lemma 1.5.7 Es seien M ein Mo dul mit Basis B und R � M T eilmo dul, so

da� N = M =R fr ei ist. Weiter induzier e C � M eine Basis von N , wob ei al le

Elemente c 2 C die gleiche A ugmentation 
 b esitzen. Wir �xier en ein Element

c

]

2 C , und es sei C

[

:= C n f c

]

g . Schlie�lich sei � := gcd aug ( R ) . Es gilt:

a) Ist � = 1 , dann induziert C

0

:= f c � c

]

; c 2 C

[

g eine Basis von � N .

b) Ist � 6= 1 , dann induziert C

0

:= f c � c

]

; c 2 C

[

g [ f �c

]

g eine Basis von

� N .

Beweis

Wir zeigen zun• ac hst, da� gcd( 
 ; � ) = 1 ist. Da C eine Basis v on M =R in-

duziert, gibt es zu b 2 B sic her c 2 h C i und r 2 R mit b = c + r . Augmen-

tationsbildung ergibt 1 = aug ( c ) + aug ( r ). Ein gemeinsamer T eiler p v on 


und � w • urde auc h aug ( c ) und aug ( r ) teilen, w as nic h t gleic hzeitig sein k ann

f • ur p 6= 1.

Da C

0

die ric h tige Anzahl an Elemen ten b esitzt, reic h t es zu zeigen, da� C

0

Erzeugendensystem ist. Da C eine Basis v on M =R induziert, induziert auc h

f c

]

g [ f c � c

]

; c 2 C

[

g eine Basis v on M =R . Es existieren demnac h zu jeden

b und b

0

2 B ganze Zahlen �

c

; � 2 Z und r 2 R mit

b � b

0

= r + � c

]

+

X

c 2 C

[

�

c

( c � c

]

) : (37)
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In T eil b hat r Augmen tation k � mit k 2 Z . Die An w endung v on aug auf

(37) ergibt 0 = k � + � 
 . Da 
 und � teilerfremd sind, folgt � j � , das hei�t, C

0

erzeugt in der T at b � b

0

mo dulo R .

T eil a folgt eb enfalls mit (37). In diesem F all ergibt Augmen tationsbildung

� = 0.

qed.

Bemerkung 1.5.8 Eb enso wie � M l• a� sich � N als Kern einer \A ugmen-

tation " interpr etier en. Mit � = [ N : � N ] f • ur end lichen und � = 0 f • ur un-

end lichen Index erh• alt man einen Homomorphismus

aug : N ! Z =� Z ; a + R 7! aug ( a ) + � Z ; (38)

und es gilt � N = k er

N

aug , was wie folgt einzusehen ist.

O�ensichtlich ist � N � k er

N

aug . Die ander e Inklusion erh• alt man mit dem

gleichen A nsatz wie in (37). Ist a 2 k er

N

aug , so folgt aus einer R elation

a = r + � c

]

+

X

c 2 C

[

�

c

( c � c

]

) (39)

mit �

c

; � 2 Z und r 2 R dur ch A ugmentationsbildung wie im Beweis zu

L emma 1.5.7 � j � und damit a 2 � N .

Im F all b in Lemma 1.5.7 erh• alt man ein Elemen t �c

]

als Basiselemen t, das

nic h t in � M liegt. Diesen Sc h• onheitsfehler k ann man direkt dadurc h b eheb en,

da� man �c

]

durc h �c

]

� 
 r ersetzt, w ob ei r ein Elemen t aus R mit Augmen ta-

tion � ist, w as nac h Lemma 1.5.3 existiert. Die folgende Konstruktion erzeugt

eb enfalls eine in � M leb ende Basis v on � N , die sogar v ollst• andig aus Ele-

men ten der F orm f c � �c g zu einem festen �c b esteh t.

Lemma 1.5.9 Es sei M ein Mo dul mit Basis B und R � M ein T eilmo dul,

so da� N = M =R fr ei ist. Weiter induzier e C � M eine Basis von N , wob ei

al le Elemente c 2 C die gleiche A ugmentation 
 b esitzen.

Ist � := gcd aug ( R ) < 1 , dann existiert ein Element �c 2 M mit aug ( � c ) = 
 ,

so da�

�

C := f c � �c ; c 2 C g (40)

eine Basis von � N induziert.

Man erh• alt �c explizit als Di�er enz �c = r � ~c , mit r 2 R und ~c 2 h C i , wob ei

aug ( r ) = 
 � und aug ( ~ c ) = ( � � 1) 
 ist.

Beweis

Wir b ew eisen das Lemma dadurc h, da� wir v on einer Basis gem• a� Lemma 1.5.7

ausgehen, und dann sukzessiv e Elemen te austausc hen, bis wir die Basis

�

C

erhalten. Ist C

0

wie in Lemma 1.5.7 gegeb en, so tausc hen wir zun• ac hst �c

]
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gegen c

]

� �c aus, und ansc hlie�end c � c

]

gegen c � �c . Wir zeigen n un im

einzelnen, wie das m• oglic h ist.

Es sei c

]

2 C , und es sei C

[

:= C n f c

]

g . Nac h Lemma 1.5.7 induziert f �c

]

g [ C

0

mit C

0

= f c � c

]

; c 2 C

[

g eine Basis v on � N .

Wir w• ahlen n un ~c 2 h C i mit aug ( ~ c ) = ( � � 1) 
 . F • ur dieses gilt dann ~c �

( � � 1) c

]

mo d h C

0

i . Mit �c � � ~c mo d R folgt c

]

� �c � �c

]

mo d ( R + h C

0

i ).

Damit k• onnen wir �c

]

gegen c

]

� �c austausc hen und erhalten C

0

[ f c

]

� �c g als

eine in M leb ende Basis v on � N .

W egen c � �c = c � c

]

+ ( c

]

� �c ) lassen sic h n un die Elemen te c � c

]

aus C

0

tausc hen zu c � �c , und wir erhalten

�

C als in M leb ende Basis v on � N .

Bisher ist also gezeigt, da�

�

C eine Basis ist, w enn ~c 2 h C i existiert, f • ur das

aug ( ~ c ) = ( � � 1) 
 ist. Beispielsw eise ist ~c := ( � � 1) c

]

eine geeignete W ahl.

Um aug ( � c ) = 
 zu erreic hen, brauc hen wir no c h r 2 R mit aug ( r ) = �
 . Sic her

existiert ab er, wie in Lemma 1.5.3 gezeigt, r

0

2 R mit aug ( r

0

) = � . Dann ist

r := 
 r

0

geeignet.

qed.

Der folgende Algorithm us k onstruiert aus einer b eliebigen Basis C v on � N

eine Basis

�

C , die die V oraussetzungen der Lemmata 1.5.7 und 1.5.9 erf • ullt.

Algorithm us 1.5.10 Es seien M ein Mo dul mit Basis B und R � M ein

T eilmo dul, so da� N = M =R fr ei ist. Weiter induzier e C � M eine Basis von

N . Der folgende A lgorithmus b er e chnet eine in M leb ende Basis

�

C von N ,

der en Elemente al le die gleiche A ugmentation 
 b esitzen.

1. (Normieren) Ersetze die c 2 C mit aug ( c ) < 0 jeweils dur ch �c := � c . Es

gilt nun f • ur al le c 2 C , da� 0 � aug ( � c ) ist.

2. (Augmen tation Null eliminieren) Hab en al le Elemente aus C A ugmenta-

tion Nul l, so setze

�

C := C und b e ende den A lgorithmus. Sonst existiert

c

]

2 C mit aug ( c

]

) > 0 . Ersetze nun die c 2 C mit aug ( c ) = 0 jeweils

dur ch �c := c + c

]

. Nach diesem Schritt hab en al le Elemente aus C p ositive

A ugmentation.

3. (

•

Ub erpr • ufen) Hab en al le Elemente aus C gleiche A ugmentation, so setze

�

C := C und b e ende den A lgorithmus.

4. (Austausc hen) W• ahle c und c

0

2 C mit aug ( c ) < aug ( c

0

) , tausche c

0

dur ch c

0

� c aus, und mache b ei Schritt 3 weiter.
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Lemma 1.5.11 A lgorithmus 1.5.10 arb eitet korr ekt.

Beweis

O�ensic h tlic h liefert Algorithm us 1.5.10, w enn er denn terminiert, ein k orrektes

Ergebnis, da C nac h jedem Sc hritt eine Basis v on M =R induziert.

Der Algorithm us terminiert, da in jedem Durc hlauf v on Sc hritt 4 die Summe

der Augmen tationen der Elemen te c aus C um mindestens 1 v erringert wird,

diese ab er, da p ositiv, nac h un ten b esc hr• ankt ist.

qed.

Zur E�zienz v on Algorithm us 1.5.10 sei an dieser Stelle angemerkt, da� hier

n ur die prinzipielle Berec hen bark eit einer geeigneten Basis demonstriert w erden

soll. Der Algorithm us ist angelehn t an die Berec hn ung eines gr• o�ten gemein-

samen T eilers mehrerer Zahlen, und demzufolge w • urde man in einer realen

Implemen tierung die Subtraktion in Sc hritt 4 durc h eine geeignete Division

mit Rest ersetzen.

Bemerkung 1.5.12 Bei der A nwendung in Bezug auf die Grupp e der Kr eis-

einheiten b esitzen al le c 2 C jeweils A ugmentation 1 . Dies ist nicht zwingend

so, wie das Beispiel M = h a; b i , R = h 2 a + b i und C = f a + b g demonstriert.

1.5.3 Z [ � ] -Mo duln

Bei den An w endungen auf Kreismo duln tritt der F all auf, da� � auf dem Z -

Mo dul M und damit auf N = M =R op eriert. Wir b etrac h ten im folgenden n ur

solc he Basen, f • ur die der Augmen tationshomomorphism us mit � v ertr• aglic h ist,

das hei�t, da� aug ( � m ) = aug ( m ) f • ur m 2 M gilt.

Wir b etrac h ten die b eiden v on N abgeleiteten Mo duln N

+

= N = k er

N

(1 + � )

und N

�

= N = k er

N

(1 � � ) und de�nieren zun• ac hst, wie � N

�

zu v erstehen ist.

De�nition 1.5.13 Es sei B eine Basis eines Mo duls M , auf dem � op erier e.

Weiter sei R � M T eilmo dul und N = M =R fr ei. Die Op er ation von � f • uhrt

dann gem• a� De�nition 1.2.9 auf die Mo duln N

+

und N

�

. Wir erhalten damit

die F olge von kanonischen Homomorphismen

M

�

! M =R = N

�

�

! N

�

: (41)

Mit diesen Bezeichnungen sei � N

�

:= �

�

� � M .

Den Zusammenhang mit der Basisk onstruktion aus Absc hnitt 1.5.2 liefert das

folgenden Lemma.

Lemma 1.5.14 Es sei M ein Mo dul, R � M ein T eilmo dul und N = M =R

fr ei, verbunden dur ch den kanonischen Homomorphismus � : M ! M =R . Wir

de�nier en die T eilmo duln Q

+

und Q

�

von M dur ch
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Q

+

:= �

� 1

(k er

N

(1 + � )) und Q

�

:= �

� 1

(k er

N

(1 � � )) .

Dann ist M =Q

+

�

=

N

+

und M =Q

�

�

=

N

�

. Insb esonder e induziert eine in M

leb ende Basis von �( M =Q

+

) eine Basis von � N

+

, und eine in M leb ende

Basis von �( M =Q

�

) induziert eine Basis von � N

�

.

Beweis

Die Behauptung folgt direkt aus der Komm utativit• at des Diagramms

M ! M =R

# #

M =Q

x

�

=

N

x

(42)

w ob ei x eines der Sym b ole + o der � ist.

qed.

Bemerkung 1.5.15 Konkr et erh• alt man Q

+

= R + (1 � � ) M + h E

�

i , wenn

[ E

0

; E

+

; E

�

] eine Normalb asis von N induziert. Ist dar • ub er hinaus E

�

= ; ,

das hei�t, gilt m

�

( N ) = 0 , so folgt gcd aug ( Q

+

) = gcd aug ( R ) .

Im al lgemeinen ist gcd aug ( Q

�

) 6= gcd aug ( R ) , denn es ist (1 + � ) M � Q

�

, und

(1 + � ) M enth• alt Elemente mit A ugmentation 2 , wor aus dir ekt die A bsch• atzung

gcd aug ( Q

�

) � 2 folgt.

1.5.4 Di�erenzenmo dul und Zeilenfaktormo duln

In diesem Absc hnitt b etrac h ten wir den Di�erenzenmo dul zu gewissen Zeilen-

faktormo duln, die sp• ater im Zusammenhang mit dem Kreiseinheiten wic h tig

sind.

Es sei N (� ; A ) der Zeilenfaktormo dul zu � � A , w ob ei n ur A ec h ter F aktor ist.

Ist also R das Erzeugnis der Zeilensummen s ( �; � ) =

P

a 2 A

( � 
 a ) mit � 2 �,

dann ist N (� ; A ) = h � � A i =R .

Im V orgri� auf die Bezeic hn ungen im zw eiten Kapitel sei an dieser Stelle b ereits

angemerkt, da� dann Z ( q ) = N ( G

q =p

; f 0 ; : : : ; p � 1 g ) gilt, w ob ei q = p

�

eine

Primzahlp otenz, Z ( q ) der Kreismo dul und G

d

= f 1 � a < d ; gcd( a; d ) = 1 g

ist.

Basen f • ur � N (� ; A ) und � N (� ; A )

+

ergeb en sic h folgenderma�en.

Satz 1.5.16 Es seien A und � end liche Mengen und N (� ; A ) der Zeilenfak-

tormo dul zu � � A , wob ei nur A e chter F aktor ist. Weiter sei c

]

:= �

]


 a

]

2

� � A ein ausgezeichnetes Element und A

[

:= A n f a

]

g .

a) Unter diesen V or aussetzungen induziert

B := f c � c

]

; c 2 � � A

[

g (43)

eine Basis von � N (� ; A ) .



1.6 Exakte Se quenzen und Basen 37

b) Ist [� ; ; ] eine Normalzerle gung von � mit �

]

2 � , dann induziert

B

+

:= f c � c

]

; c 2 � � A

[

g (44)

eine Basis von � N (� ; A )

+

.

Beweis

Nac h Lemma 1.4.5 induziert � � A

[

eine Basis v on N (� ; A ). Korollar 1.3.9, a

liefert � � A

[

als Basis v on N (� ; A )

+

. Dab ei ist 
 = aug (� � A

[

) = 1.

Wir sc hreib en N (� ; A ) = M =R , w ob ei M = h � � A i ist und R v on den

Zeilensummen s ( �; � ) f • ur � 2 � erzeugt wird.

Wir w ollen Lemma 1.5.9 an w enden. Dazu sind gem• a� 
 = 1 ein r 2 R und

ein ~c 2 h � � A

[

i zu b estimmen, so da� c

]

= r � ~c ist, w ob ei � = aug ( r ) =

gcd aug ( R ) = j A j und aug ( ~ c ) = � � 1 ist. Diese sind f • ur r = s ( �

]

; � ) und

~c :=

P

a 2 A

[

�

]


 a gegeb en, und es folgt T eil a.

Zum Bew eis v on T eil b seien N (� ; A )

+

= M =Q

+

mit M = h � � A i und Q

+

wie

in Lemma 1.5.14. Da m

�

( N (� ; A )) = 0 ist, gilt, wie in Bemerkung 1.5.15 fest-

gestellt, da� gcd aug ( Q

+

) = gcd aug ( R ) ist. Genau wie im Bew eis v on F all a,

folgt die Behauptung mit Lemma 1.5.9 (man sc hreib e im v orangegangenen

Absc hnitt \�" anstelle v on \�").

qed.

Den F all � N (� ; A )

�

hab en wir im v orangegangenen Satz nic h t b ehandelt.

Es gilt im allgemeinen gcd aug ( Q

�

) 6= gcd aug ( R ), so da� der Bew eis nic h t

analog zu f • uhren ist. In Bezug auf die An w endung auf Kreiseinheiten ist dieser

F all auc h irrelev an t. Grunds• atzlic h k ann man ab er mit den Mec hanismen v on

Absc hnitt 1.5.2 auc h Basen v on N (� ; A )

�

k onstruieren.

Zum Sc hlu� geb en wir no c h explizit an, wie die Elemen te � 
 a

]

� �

]


 a

]

2

� N (� ; A ) v on der Basis B aus (43) mo dulo der Relationen aus R erzeugt

w erden. Es gilt:

� 
 a

]

� �

]


 a

]

� �

X

a 6= a

]

0

@

( � 
 a � �

]


 a

]

| {z }

2 B

) � ( �

]


 a � �

]


 a

]

| {z }

2 B

)

1

A

mo d R :

(45)

1.6 Exakte Sequenzen und Basen

In Absc hnitt 1.3 wurden aus Eigensc haften v on zw ei Mo duln Informationen

•ub er einen dritten Mo dul gew onnen, w ob ei der dritte Mo dul das T ensorpro-

dukt der b eiden anderen Mo duln ist. In diesem Absc hnitt b etrac h ten wir

eine •ahnlic he Situation. Wir gehen v on kurzen exakten Sequenzen 0 ! N !

L ! K ! 0 aus und gewinnen Informationen •ub er L durc h das, w as v on N

und K b ek ann t ist. Ansc hlie�end v erallgemeinern wir diese V orgehensw eise

auf Systeme v on Mo duln, die implizit durc h exakte Sequenzen miteinander

v erbunden sind.
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1.6.1 Exakte Sequenzen

Ist eine exakte Sequenz 0 ! N

�

! L ! K ! 0 gegeb en, so gilt de�nitions-

gem• a� N

�

=

� ( N ) und K

�

=

L=� ( N ). Wir k• onnen daher N immer als T eilmo dul

v on L und K als F aktormo dul v on L au�assen.

Ausgangspunkt unserer

•

Ub erlegungen zur Konstruktion v on Basen ist das fol-

gende Lemma.

Lemma 1.6.1 Es sei 0 ! N ! L ! K ! 0 eine exakte Se quenz von Mo duln,

wob ei N und K fr ei sind. Ist B eine Basis von N und induziert C � L eine

Basis von K , so ist L fr ei und B [ C eine Basis von L .

Beweis

Es sei S = h C i . Da L v on C mo dulo N erzeugt wird, gilt L = S + N . Aus

der linearen Unabh• angigk eit v on C als Basis v on L= N folgt, da� S \ N = f 0 g

gilt, somit ist die Summe v on S und N direkt, und die Behauptung folgt.

qed.

Lemma 1.6.1 l• a�t sic h v erallgemeinern auf eine aufsteigende F olge v on Mo duln:

Lemma 1.6.2 Es sei 0 = L

(0)

� L

(1)

� � � � � L

( i )

� � � � � L mit L =

S

1

i =0

L

( i )

eine aufsteigende F olge von Mo duln, und es seien zu i 2 N fr eie Mo duln N

( i )

ge geb en, der art da� die Se quenz

0 ! L

( i � 1)

! L

( i )

! N

( i )

! 0 (46)

exakt ist.

Induziert B

( i )

� L

( i )

eine Basis von N

( i )

f • ur al le i 2 N , so ist L fr ei und

B :=

S

1

i =1

B

( i )

eine Basis von L .

Beweis

Durc h Induktion zeigt man un ter Zuhilfenahme v on Lemma 1.6.1, da� L

( n )

f • ur jedes n 2 N frei und die Menge C

( n )

:=

S

n

i =1

B

( i )

eine Basis v on L

( n )

ist.

Dadurc h ist das Lemma f • ur endlic he F olgen v on Mo duln L

( i )

gesic hert.

Da jedes Elemen t aus L in einer der Mengen L

( n )

liegt, ist o�ensic h tlic h B

ein Erzeugendensystem v on L . Dar • ub er hinaus liegt ab er auc h jede endlic he

Kom bination v on Elemen ten aus B in L

( n )

, f • ur gen • ugend gro�es n , so da� man

sic h zum Bew eis der linearen Unabh• angigk eit v on B eb enfalls auf die lineare

Unabh• angigk eit der einzelnen C

( n )

zur • uc kziehen k ann.

qed.

1.6.2 Normalit • at

Im folgenden b etrac h ten wir n ur jene exakte Sequenzen 0 ! N

�

! L

 

! K ! 0,

f • ur die N und K (und damit auc h L ) frei und die Homomorphismen � und  

mit � v ertr• aglic h sind.
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Die Lemmata 1.6.1 und 1.6.2 gelten im allgemeinen nic h t f • ur Normalbasen,

wie das folgende Beispiel zeigt. Es sei L = h x; � x i . W eiter de�nieren wir

N = h x � � x i und K = h x + N i . Die Sequenz 0 ! N ! L ! K ! 0 ist

exakt, es ist B := [ ; ; ; ; f x � � x g ] eine Normalbasis v on N , und C := [ ; ; f x g ; ; ]

induziert eine Normalbasis v on K , jedo c h ist B [ C k eine Normalbasis, no c h

nic h t einmal eine Quasinormalbasis v on L . Es ist in diesem Beispiel auc h nic h t

m• oglic h die Basen B und C gesc hic kter zu w• ahlen, um vielleic h t do c h aus ihrer

V ereinigung eine Normalbasis zu erhalten.

Denno c h ist nic h t alles v erloren. Im folgenden w erden wir einen Algorithm us

erarb eiten, der zu einer gegeb enen exakten Sequenz

0 ! N ! L ! K ! 0 (47)

und Normalbasen B v on N und C v on K eine Normalbasis v on L herstellt.

Die gesc hieh t dadurc h, da� wir ausgehend v on (47) eine F olge v on exakten

Sequenzen

0 ! N

i

! L ! K

i

! 0 (48)

jew eils mit Normalbasen B

i

v on N

i

und C

i

v on K

i

f • ur i = 0 ; 1 ; 2 ; : : : k onstru-

ieren, w ob ei in jedem Sc hritt der Rang v on K

i

v erkleinert und en tsprec hend

der Rang v on N

i

v ergr• o�ert wird, bis wir f • ur ein s eine exakte Sequenz 0 !

N

s

! L ! 0 ! 0 erhalten. In dem F all ist N

s

= L und eine Normalbasis v on

N

s

ist auc h eine Normalbasis v on L . Wir erkl• aren im folgenden die einzelnen

Sc hritte.

Lemma 1.6.3 Es sei 0 ! N ! L ! K ! 0 exakt, B = [ F

0

; F

+

; F

�

] eine

Normalb asis von N , und C = [ E

0

; E

+

; E

�

] � L induzier e eine Normalb asis

von K .

Ist B

0

:= [ F

0

[ E

0

; F

+

; F

�

] und C

0

:= [ ; ; E

+

; E

�

] , dann ist mit N

0

:= h B

0

i

und K

0

:= h C

0

i die Se quenz

0 ! N

0

! L ! K

0

! 0 (49)

exakt. Es gilt weiter, da� B

0

Normalb asis von N

0

und C

0

eine Normalb asis

von K

0

ist.

Beweis

Es sei K

0

:= h E

0

[ � E

0

i . Dann ist N

0

= N � K

0

und K

�

=

K

0

� K

0

. Damit folgt

die Exaktheit v on (49) direkt aus der Exaktheit v on 0 ! N ! L ! K ! 0.

Da� B

0

und C

0

sogar Normalbasen sind, k ann direkt nac hgerec hnet w erden.

qed.

Lemma 1.6.3 erm• oglic h t es, aus K den \ K

0

-T eil" zu en tfernen. Im folgenden

k • ummern wir uns um den v on E

+

und E

�

erzeugten T eil v on K .

Der folgende Algorithm us k onstruiert aus Normalbasen B und C Mengen B

0

und C

0

, die wir im ansc hlie�enden Lemma als Normalbasen geeigneter Mo duln

iden ti�zieren w erden.
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Algorithm us 1.6.4 Es sei 0 ! N ! L ! K ! 0 eine exakte Se quenz. Es

sei weiter B = [ F

0

; F

+

; F

�

] eine Normalb asis von N und C = [ E

0

; E

+

; E

�

] �

L induzier e eine Normalb asis von K , wob ei E

+

[ E

�

6= ; gilt. Wir konstruier en

auf die folgende A rt B

0

:= G

0

[ � G

0

[ G

+

[ G

�

und C

0

mit j C

0

j < j C j .

I. F al l: c 2 E

+

. In diesem F al l sei C

0

:= [ E

0

; E

+

n f c g ; E

�

] . Es ist c � � c 2

k er

N

(1 + � ) � N . Nach L emma 1.2.10, b, ii existier en a 2 N und

F

0

� F

�

mit c � � c = (1 � � ) a +

P

b 2 F

0

b . Wir de�nier en f := c � a 2 L

und unterscheiden zwei F• al le.

: :

^ Ist F

0

= ; , so ist � f = f , und dementspr e chend setzen wir

G

0

:= F

0

, G

+

:= F

+

[ f f g , G

�

:= F

�

.

: :

_ Ist F

0

6= ; , dann w• ahlen wir ein f

0

2 F

0

und setzen

G

0

:= F

0

[ f f g , G

+

:= F

+

, G

�

:= F

�

n f f

0

g .

II. F al l: c 2 E

�

. Wir setzen zun• achst C

0

:= [ E

0

; E

+

; E

�

n f c g ] . A nalo g zum

ersten F al l existier en a 2 N und F

0

� F

+

mit c + � c = (1 + � ) a +

P

b 2 F

0

b .

Wir de�nier en wie der f := c � a 2 L und unterscheiden zwei F• al le.

: :

^ Ist F

0

= ; , so ist � f = � f , und dementspr e chend setzen wir

G

0

:= F

0

, G

+

:= F

+

, G

�

:= F

�

[ f f g .

: :

_ Ist F

0

6= ; , dann w• ahlen wir ein f

0

2 F

0

und setzen

G

0

:= F

0

[ f f g , G

+

:= F

+

n f f

0

g , G

�

:= F

�

.

Lemma 1.6.5 Es seien die V or aussetzungen und Bezeichnungen wie in A l-

gorithmus 1.6.4 gew• ahlt. Weiter de�nier en wir N

0

:= h B

0

i und K

0

:= h C

0

i .

Dann ist B

0

eine Normalb asis von N

0

und C

0

eine Normalb asis von K

0

, und

die Se quenz

0 ! N

0

! L ! K

0

! 0 (50)

ist exakt.

Beweis

Da� B

0

und C

0

Normalbasen sind ergibt sic h direkt aus deren De�nition, w ob ei

man in Algorithm us 1.6.4 die einzelnen F• alle un tersc heidet. Es ist zu zeigen,

da� die Sequenz (50) exakt ist.

Wir •ub ernehmen im folgenden die Bezeic hn ungen v on Algorithm us 1.6.4. De�-

nieren wir

e

B := B [ f c g und

f

N := h

e

B i , so folgt aus der Exaktheit v on

0 ! N ! L ! K ! 0 wie im Bew eis v on Lemma 1.6.3 die Exaktheit v on

0 !

f

N ! L ! K

0

! 0 ; (51)

indem man b ei L ! K

0

das Elemen t c 2 L auf 0 abbildet.

Wir zeigen

f

N = N

0

, das hei�t, wir zeigen, da� B

0

und

e

B den gleic hen Mo dul

erzeugen. Wir nehmen c 2 E

+

an. Ist c 2 E

�

, so argumen tiert man analog.

Ist der

: :

^ -Un terfall eingetreten, so ist
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B

0

= B [ f f g und

e

B = B [ f c g .

Da f � c mo d h B i ist, gilt h B

0

i = h

e

B i .

Im

: :

_ -Un terfall sei B

[

:= B n f f

0

g , und es gilt

B

0

= B

[

[ f f ; � f g und

e

B = B

[

[ f f

0

; c g = B [ f c g .

B

0

� h

e

B i folgt mit f � c mo d h B i und � f � c mo d h B i . Um

e

B � h B

0

i

zu zeigen, b en utzt man zun• ac hst die direkt aus der De�nition v on f folgende

Bezieh ung

f

0

= f � � f �

X

b 2 F

0

b 6= f

0

b; (52)

so da� also f

0

2 h B

0

i folgt, und dann die Bezieh ung c = f + a mit a 2 N �

h B

0

[ f f

0

gi = h B

0

i , aus der sic h c 2 h B

0

i ergibt.

qed.

Mit diesen V orarb eiten k• onnen wir n un einen Algorithm us zur Konstruktion

einer Normalbasis v on L form ulieren.

Algorithm us 1.6.6 Ge geb en sei eine exakte Se quenz 0 ! N ! L ! K ! 0 .

A uf die folgende A rt und Weise konstruiert man aus einer Normalb asis von N

und einer in L leb enden Normalb asis von K eine Normalb asis von L .

(1) Konstruier e eine exakte Se quenz 0 ! N

0

! L ! K

0

! 0 mit Normal-

b asen von N

0

und K

0

, gem• a� L emma 1.6.3, so da� also m

0

( K

0

) = 0

ist.

(2) Konstruier e mit A lgorithmus 1.6.4 sukzessive die Mo dulp aar e ( K

0

; N

0

) ,

( K

1

; N

1

) , . . . , ( K

s

; N

s

) mit Normalb asen von K

i

und N

i

, wob ei jeweils

nach L emma 1.6.5 die Se quenz 0 ! N

i

! L ! K

i

! 0 f • ur i = 1 ; : : : ; s

exakt ist, und zwar solange, bis K

s

= f 0 g ist. Die Normalb asis von N

s

ist dann gleichzeitig eine Normalb asis von L = N

s

.

Bemerkung 1.6.7 Es sei x 2 f + ; �g und m

0 x

:= m

0

+ m

x

. Dann gilt in

A lgorithmus 1.6.6:

a) m

x

( N ) + m

x

( K ) = m

x

( N

0

) + m

x

( K

0

) � m

x

( N

1

) + m

x

( K

1

) � � � � �

m

x

( N

s

) + m

x

( K

s

) = m

x

( L ) ,

b) m

0 x

( N ) + m

0 x

( K ) = m

0 x

( N

0

) + m

0 x

( K

0

) = m

0 x

( N

1

) + m

0 x

( K

1

) = � � � =

m

0 x

( N

s

) + m

0 x

( K

s

) = m

0 x

( L ) .

T ritt b ei der An w endung v on Algorithm us 1.6.4 n ur der

: :

^ -F all auf, so liegt

eine b esonders einfac he Situation v or, die wir im folgenden durc h •aquiv alen te

Aussagen c harakterisieren k• onnen.
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Satz 1.6.8 Ist die Se quenz

0 ! N

�

! L

 

! K ! 0 (53)

exakt, dann sind die folgenden A ussagen •aquivalent.

(i) In A lgorithmus 1.6.6 tritt b ei je der A nwendung von A lgorithmus 1.6.4

der

: :

^ -F al l auf.

(ii,a) F • ur al le x 2 f + ; � ; 0 g gilt m

x

( L ) = m

x

( N ) + m

x

( K ) .

(ii,b) F • ur mindestens ein x 2 f + ; � ; 0 g gilt m

x

( L ) = m

x

( N ) + m

x

( K ) .

(iii,a) Die Se quenz 0 ! H

0

( � ; N ) ! H

0

( � ; L ) ! H

0

( � ; K ) ! 0 von F

2

-

V ektorr• aumen ist exakt.

(iii,b) Die Se quenz 0 ! H

0

( � � ; N ) ! H

0

( � � ; L ) ! H

0

( � � ; K ) ! 0 von

F

2

-V ektorr• aumen ist exakt.

(iv) Die b eiden Se quenzen 0 ! N

+

! L

+

! K

+

! 0 und 0 ! N

�

! L

�

!

K

�

! 0 sind exakt.

(v) Die Se quenz (53) zerf• al lt als Se quenz von Z [ � ] -Mo duln.

Beweis

Wir zeigen zun• ac hst, da� die a-T eile jew eils •aquiv alen t zu dem en tsprec hendem

b-T eil sind.

(ii,a) , (ii,b): Es sei x 2 f + ; �g . Wie in Bemerkung 1.6.7 festgehalten, gilt

m

0 x

( N ) + m

0 x

( K ) = m

0 x

( L ). Daraus erhalten wir sofort

� ( m

x

( L ) � m

x

( N ) � m

x

( K )) = m

0

( L ) � m

0

( N ) � m

0

( K ) : (54)

Ist also nac h V oraussetzung eine Seite Null, so v ersc h windet die andere

eb enfalls.

(iii,a) , (iii,b): Da f 1 ; � g zyklisc h ist, existiert das Diagramm

H

0

( � ; N ) ! H

0

( � ; L ) ! H

0

( � ; K )

" #

H

1

( � ; K )  H

1

( � ; L )  H

1

( � ; N )

(55)

und ist exakt (v ergleic he [10], Seite 83). Daher ist insb esondere die In-

jektivit• at v on H

0

( � ; N ) ! H

0

( � ; L ) •aquiv alen t zur Surjektivit• at v on

H

1

( � ; L ) ! H

1

( � ; K ), und die Surjektivit• at v on H

0

( � ; L ) ! H

0

( � ; K )

ist •aquiv alen t zur Injektivit• at v on H

1

( � ; N ) ! H

1

( � ; L ).

Da H

0

( � � ; M ) = H

1

( � ; M ) f • ur jeden Mo dul M ist, folgt die

•

Aquiv alenz

v on (iii,a) und (iii,b).
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Wir zeigen n un im folgenden die

•

Aquiv alenzen (i) , (ii,a/b) , (iii,a/b) ,

(iv), und ansc hlie�end die Implik ationen (i) ) (v) ) (ii,a/b).

(i) , (ii,a/b): T ritt einmal der

: :

_ -Un terfall auf, so ist eine der Ungleic h ungen

in Bemerkung 1.6.7, a ec h t, und es gilt m

+

( N ) + m

+

( K ) > m

+

( L ).

T ritt umgek ehrt n ur der

: :

^ -Un terfall auf, so gilt in Bemerkung 1.6.7

•ub erall Gleic hheit.

(ii,a/b) , (iii,a/b): F • ur jeden Mo dul M ist m

+

( M ) nac h Lemma 1.2.4 die Di-

mension des F

2

-V ektorraums H

0

( � ; M ) und m

�

( M ) die Dimension v on

H

0

( � � ; M ) = H

1

( � ; M ). Da die mittlere Exaktheit in (iii,a/b) immer

gilt, folgt die b ehauptete

•

Aquiv alenz durc h eine einfac he Dimensionsb e-

trac h tung.

(iii,a/b) , (iv): Wir zeigen b eide Ric h tungen getrenn t.

\ ) " Die Sequenz 0 ! N

+

! L

+

! K

+

! 0 ist nac h De�nition 1.2.9

k anonisc h isomorph zu 0 ! (1 + � ) N ! (1 + � ) L

 

! (1 + � ) K ! 0.

Dab ei ist n ur die mittlere Exaktheit, n• amlic h k er

(1+ � ) L

 � (1 + � ) N

fraglic h. Aus der Exaktheit v on 0 ! N ! L ! K ! 0 folgt

zumindest k er

(1+ � ) L

 � N . Ist y := (1 + � ) x 2 k er

(1+ � ) L

 mit

x 2 L , so de�niert y ein Elemen t aus H

0

( � ; N ), das in H

0

( � ; L )

trivial wird. Damit ist gezeigt, da� die Injektivit• at v on H

0

( � ; N ) !

H

0

( � ; L ) die Exaktheit v on 0 ! N

+

! L

+

! K

+

! 0 impliziert.

Die gleic he

•

Ub erlegung f • ur � � statt � zeigt die Exaktheit v on 0 !

N

�

! L

�

! K

�

! 0 mit Hilfe der Injektivit• at der Abbildung

H

0

( � � ; N ) ! H

0

( � � ; L ).

\ ( " Wir zeigen die Injektivit• at der b eiden Abbildungen H

0

( � ; N ) !

H

0

( � ; L ) und H

0

( � � ; N ) ! H

0

( � � ; L ). Mit dem Diagramm aus

(55) folgt dann die Exaktheit der Sequenzen in (iii,a) und (iii,b).

Ist 0 ! N

+

! L

+

! K

+

! 0 exakt, so auc h

0 ! (1 + � ) N ! (1 + � ) L

 

! (1 + � ) K ! 0 : (56)

Ist y + (1 + � ) N 2 H

0

( � ; N ) mit y 2 N in H

0

( � ; L ) trivial, so ist

y 2 (1 + � ) L . Aus y 2 N folgt mittels (53) y 2 k er

L

 , insgesam t

erhalten wir y 2 k er

(1+ � ) L

 und die Exaktheit v on (56) liefert y 2

(1 + � ) N . Somit ist y + (1 + � ) N b ereits in H

0

( � ; N ) trivial, und

die Injektivit• at v on H

0

( � ; N ) ! H

0

( � ; L ) folgt.

Die gleic he

•

Ub erlegung f • ur � � statt � liefert die Injektivit• at v on

H

0

( � � ; N ) ! H

0

( � � ; L ).

(i) ) (v): Nac h [6], Theorem 1.18, ii zerf• allt (53) als Sequenz v on Z [ � ]-

Mo duln genau dann, w enn ein Z [ � ]-Homomorphism us � : L ! N exi-

stiert, mit �� = id

N

. T ritt in Algorithm us 1.6.6 b ei jeder An w endung
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v on Algorithm us 1.6.4 n ur der

: :

^ -Un terfall auf, so b esitzt L eine Nor-

malbasis der F orm B [ C , w ob ei B eine Normalbasis v on N ist. Der

Z [ � ]-Homomorphism us � wird de�niert durc h die F estlegung, da� � die

Elemen te aus B iden tisc h und diejenigen aus C trivial abbildet.

(v) ) (ii,a/b): Aus [6], Theorem 1.18, iii erhalten wir L = N � K als direkte

Summenzerlegung v on Z [ � ]-Mo duln. Unmittelbar aus der De�nition der

In v arian ten m

+

, m

�

und m

0

aus De�nition 1.2.2 und Lemma 1.2.1 folgt

damit die Additivit• at der In v arian ten in (ii,a/b).

qed.

De�nition 1.6.9 Eine exakte Se quenz 0 ! N ! L ! K ! 0 hei�t gutar-

tig , fal ls sie eine (und damit al le) der •aquivalenten Be dingungen (i)-(v) aus

Satz 1.6.8 erf • ul lt.

Zusammenfassend l• a�t sic h sagen, da� sic h ungl • uc klic herw eise zu einer gegeb e-

nen exakten Sequenz 0 ! N ! L ! K ! 0 eine Normalbasis v on L nic h t

einfac h in Analogie zu Lemma 1.6.1 aus der V ereinigung einer Basis v on N

und einer auf L leb enden Basis v on K ergibt. Es l• a�t sic h jedo c h ein einfac her

Algorithm us, n• amlic h Algorithm us 1.6.6, angeb en, der eine Normalbasis v on

L k onstruiert.

Normalbasen v on L implizieren nac h Lemma 1.2.10, a un ter anderem Basen

v on L

+

und L

�

. Ist die Sequenz als gutartig erk ann t, so l• a�t sic h eine Basis

v on b eispielsw eise L

+

einfac her erhalten: Mit Hilfe der Normalbasen B v on N

und C v on K b estimme man Basen B

+

v on N

+

und C

+

v on K

+

. Die Sequenz

0 ! N

+

! L

+

! K

+

! 0 ist nac h Satz 1.6.8 exakt. Also induziert B

+

[ C

+

nac h Lemma 1.6.1 eine Basis v on L

+

.

Mit diesem v ereinfac h ten V erfahren (Normalbasen v on N und K liefern Basen

v on N

+

und K

+

. Diese liefern eine Basis v on L

+

) erh• alt man zw ar k eine

Normalbasis mehr v on L ab er immerhin Basen v on L

+

und L

�

. Wir zeigen

im folgenden, wie dieses Konstruktionsv erfahren f • ur eine aufsteigenden F olge

v on Mo duln aussieh t.

Satz 1.6.10 Es sei 0 = L

(0)

� L

(1)

� � � � � L

( i )

� � � � � L mit L =

S

1

i =0

L

( i )

eine aufsteigende F olge von Mo duln, und es seien zu i 2 N Mo duln N

( i )

ge geb en, der art da� f • ur al le i 2 N die Se quenz

0 ! L

( i � 1)

! L

( i )

! N

( i )

! 0 (57)

exakt und gutartig ist.

i) Induziert B

( i )

+

� L

( i )

eine Basis von N

( i )

+

f • ur al le i 2 N , so induziert

S

1

i =1

B

( i )

+

eine Basis von L

+

.

ii) Induziert B

( i )

�

� L

( i )

eine Basis von N

( i )

�

f • ur al le i 2 N , so induziert

S

1

i =1

B

( i )

�

eine Basis von L

�

.
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Beweis

Wir zeigen T eil i, T eil ii folgt analog.

Dazu b ew eisen wir zun• ac hst durc h Induktion, da� C

( n )

+

:=

S

n

i =1

B

( i )

+

� L

( n )

eine Basis v on L

( n )

+

induziert. Wir b etrac h ten das k omm utativ e Diagramm

0 ! L

( n � 1)

! L

( n )

! N

( n )

! 0

# # #

0 ! L

( n � 1)

+

! L

( n )

+

! N

( n )

+

! 0 ;

(58)

in dem nac h V oraussetzung die ob ere und un tere Sequenz b eide exakt sind.

Induziert n un B

( n )

+

� L

( n )

eine Basis v on N

( n )

+

, so induziert auc h

g

B

( n )

+

:= f b + k er

L

( n )

( � + 1); b 2 B

( n )

+

g � L

( n )

+

(59)

eine Basis v on N

( n )

+

.

Nac h Induktionsannahme induziert C

( n � 1)

+

� L

( n � 1)

eine Basis v on L

( n � 1)

+

.

Betten wir L

( n � 1)

+

in L

( n )

+

ein, dann ist

g

C

( n � 1)

+

:= f c + k er

L

( n )

( � + 1); c 2 C

( n � 1)

+

g � L

( n )

+

(60)

eine Basis v on L

( n � 1)

+

.

Dies sind ab er genau die V oraussetzungen f • ur Lemma 1.6.1, und mit diesem

ist

g

B

( n )

+

[

g

C

( n � 1)

+

= f b + k er

L

( n )

( � + 1); b 2 B

( n )

+

[ C

( n � 1)

+

g (61)

eine Basis v on L

( n )

+

. Diese Basis wird ab er gerade v on C

( n )

+

induziert.

Den Sc hritt v on L

( n )

+

auf L

+

f • uhrt man wie im Bew eis v on Lemma 1.6.2 durc h,

indem man sic h auf endlic he St • uc k e zur • uc kzieh t.

qed.

1.6.3 Kom binierte Mo duln

In diesem Absc hnitt diskutieren wir die Kom bination eines Systems v on Mo-

duln zu einem gr• o�eren Mo dul. Durc h An w endung der Ergebnisse des v orher-

gehenden Absc hnitts k onstruieren wir eine Basis dieses gr• o�eren Mo duls aus

Basen der Ausgangsmo duln.

F • ur den Rest des Absc hnitts sei � eine endlic he o der abz• ahlbare, partiell geord-

nete Menge, deren Ordn ung sic h v erv ollst• andigen l• a�t. Zus• atzlic h v erlangen

wir v on �, da� es zu jeder endlic hen T eilmenge �

0

� � eine ob ere Sc hrank e,

das hei�t, ein Elemen t d 2 � mit t � d f • ur alle t 2 �

0

, gibt. Beispiele f • ur

solc he Indexmengen � sind alle T eiler einer Zahl n o der auc h die Menge N

selbst, jew eils geordnet durc h die T eilbark eitsb ezieh ung.

Es ist also � a priori nic h t v ollst• andig geordnet. Sc hreib en wir daher im folgen-

den t < d f • ur t; d 2 �, so ist die partielle Ordn ung gemein t. V erv ollst• andigen
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wir die Ordn ung auf �, so k• onnen wir, da � endlic h o der abz• ahlbar ist, durc h

Um b enenn ung � = f 1 ; : : : ; n g b ezieh ungsw eise � = N annehmen. Auf einen

formalen Bew eis hierzu sei an dieser Stelle v erzic h tet, da in den hier in ter-

essierenden An w endungen (� eine T eilmenge v on N , durc h T eilbark eit geord-

net) die V erv ollst• andigung o�ensic h tlic h durc h die nat • urlic he Ordn ung v on N

m• oglic h ist.

De�nition 1.6.11 Zu je dem d 2 � sei ein Mo dul M

d

, eine T eilmenge E

d

von

M

d

und eine A bbildung n

d

: E

d

!

L

t<d

M

t

ge geb en. Ein solches System von

T rip eln ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

nennen wir ein M E n -System .

Ist N =

L

t 2 �

M

t

, so existiert f • ur d 2 � eine nat • urlic he Ein b ettung M

d

, ! N .

Um die Lesbark eit der folgenden De�nitionen und S• atze zu erh• ohen, geb en

wir im folgenden diese Ein b ettung nic h t explizit an, sondern fassen a 2 M

d

automatisc h auc h als in N liegend auf.

De�nition 1.6.12 Zu einem M E n -System � = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

und zu d 2 �

seien N

0

d

:=

L

t<d

M

t

und Q

0

d

:=

P

t<d

h r + n

t

( r ); r 2 E

t

i � N

0

d

de�niert.

Das M E n -System � hei�t k om binierbar , wenn sich die n

d

, aufgefa�t als A bbil-

dungen nach N

0

d

=Q

0

d

, fortsetzen lassen zu Z [ � ] -Homomorphismen

�n

d

: hE

d

i ! N

0

d

=Q

0

d

: (62)

In diesem F al l nennen wir den Mo dul L = N =Q mit N :=

L

t 2 �

M

t

und

Q :=

P

t 2 �

h r + n

t

( r ); r 2 E

t

i das Kom binat des M E n -Systems � .

De�nition 1.6.13 Es sei das M E n -System � = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

kombinierb ar

und das Kombinat L von � fr ei.

a) Ist � eine end liche Menge, so hei�t � gutartig , wenn

m

+

( L ) =

X

d 2 �

m

+

( M

d

= hE

d

i ) (63)

erf • ul lt ist.

b) Ist � eine unend liche Menge, so hei�t � gutartig , wenn f • ur al le d 2 �

das M E n -System ( M

t

; E

t

; n

t

)

t � d

gutartig ist.

Die F estlegung auf m

+

in obiger De�nition (statt m

�

o der m

0

) ist willk • urlic h.

Ohne Bew eis sei angemerkt, da� Bedingung (63) •aquiv alen t ist zu den en t-

sprec henden Aussagen f • ur m

0

o der m

�

. Diese

•

Aquiv alenz ist letztendlic h auf

die

•

Aquiv alenz (ii,a) , (ii,b) in Satz 1.6.8 zur • uc kzuf • uhren. Wir w ollen darauf

an dieser Stelle jedo c h nic h t w eiter eingehen und uns der Konstruktion v on

Basen zu w enden.
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Satz 1.6.14 Es sei � = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

ein kombinierb ar es M E n -System und

L das Kombinat von � . Ist M

d

= hE

d

i fr ei f • ur je des d 2 � , dann ist L eb enfal ls

fr ei, und es gilt:

a) Induziert B

( d )

� M

d

f • ur d 2 � eine Basis von M

d

= hE

d

i , dann induziert

B :=

S

d 2 �

B

( d )

�

L

d 2 �

M

d

eine Basis von L .

Mit ander en Worten: zerle gen wir je des M

d

gem• a� M

d

= C

d

� hE

d

i , so

ist L

�

=

L

d 2 �

C

d

.

b) Ist � dar • ub er hinaus gutartig, so gilt:

i) Induziert B

( d )

+

� M

d

f • ur d 2 � eine Basis von ( M

d

= hE

d

i )

+

, dann

induziert B

+

:=

S

d 2 �

B

( d )

+

�

L

d 2 �

M

d

eine Basis von L

+

.

ii) Induziert B

( d )

�

� M

d

f • ur d 2 � eine Basis von ( M

d

= hE

d

i )

�

, dann

induziert B

�

:=

S

d 2 �

B

( d )

�

�

L

d 2 �

M

d

eine Basis von L

�

.

Beweis

T eil a:

Wir setzen die Ordn ung v on � zu einer v ollst• andigen Ordn ung fort, k• onnen

also � = N o der � = f 1 ; : : : ; n g der Gr• o�e nac h geordnet annehmen. F • ur

i 2 � de�nieren wir N

i

:= M

1

� � � � � M

i

und

Q

i

:=

i

X

j =1

h r + n

j

( r ); r 2 E

j

i � N

i

: (64)

Dazu sei angemerkt, da� mit den Bezeic hn ungen aus De�nition 1.6.12 dann

Q

0

i

� Q

i � 1

und N

0

i

� N

i � 1

gilt, mit Gleic hheit, w enn die Ordn ung in De�ni-

tion 1.6.12 b ereits v ollst• andig w ar.

Wir zeigen zun• ac hst Q

i

\ N

i � 1

= Q

i � 1

und sc hreib en dazu q 2 Q

i

als

q =

X

e 2E

i

�

e

( e + n

i

( e )) + q

0

; (65)

mit �

e

2 Z , n ur endlic h viele �

e

6= 0 und q

0

2 Q

i � 1

.

Da n

i

mo dulo Q

0

i

und damit auc h mo dulo Q

i � 1

Homomorphism us ist, ist

q � r + n

i

( r ) mo d Q

i � 1

(66)

mit r =

P

e 2E

i

�

e

e 2 M

i

. Reduzieren wir (66) mo dulo N

i � 1

, so folgt, w enn q

auc h in N

i � 1

liegt, 0 � r mo d N

i � 1

, und daher r 2 N

i � 1

\ M

i

= f 0 g , also r = 0.

Setzen wir dies in (66) ein, so folgt q 2 Q

i � 1

. Damit ist Q

i

\ N

i � 1

= Q

i � 1

gezeigt, w eil die umgek ehrte Inklusion o�ensic h tlic h gilt.

Induktiv folgt Q

k

\ N

i � 1

= Q

i � 1

f • ur k � i aus

Q

k

\ N

i � 1

= ( � � � (( Q

k

\ N

k � 1

) \ N

k � 2

) \ � � � N

i

) \ N

i � 1

: (67)
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Mit Q =

S

i 2 �

Q

i

folgt dann, da� Q \ N

i

= Q

i

f • ur alle i 2 � gilt, denn

jedes q 2 Q m u� in irgendeinem der Q

k

liegen. Wir k• onnen daher N

i

=Q

i

als

T eilmo dul v on N =Q au�assen und erhalten eine aufsteigende F olge v on Mo duln

0 = N

0

=Q

0

� N

1

=Q

1

� N

2

=Q

2

� � � � � N =Q: (68)

Die o�ensic h tlic h exakte Sequenz

0 ! N

i � 1

! N

i

�

! M

i

! 0 (69)

f • uhrt durc h F aktorisieren mit Q

i

zu der exakten Sequenz

0 ! N

i � 1

= ( Q

i

\ N

i � 1

) ! N

i

=Q

i

! M

i

=� ( Q

i

) ! 0 : (70)

Nac h dem ob en Gezeigten ist Q

i

\ N

i � 1

= Q

i � 1

.

W eiter ist � die Pro jektion auf M

i

. Das b edeutet, da� die Elemen te r + n

i

( r )

mit r 2 E

i

auf r abgebildet w erden, somit ist � ( Q

i

) = hE

i

i . Wir erhalten die

exakte Sequenz

0 ! N

i � 1

=Q

i � 1

! N

i

=Q

i

! M

i

= hE

i

i ! 0 : (71)

Die in M

i

de�nierte Basis B

( i )

v on M

i

= hE

i

i k• onnen wir v erm• oge der Abbil-

dung b 7! b + Q

i

f • ur b 2 B

( i )

als in N

i

=Q

i

liegend au�assen. Mit der F olge

(68) und der exakten Sequenz (71) sind wir dann genau in der Situation v on

Lemma 1.6.2. Mit diesem folgt, da� L frei ist und die Behauptung in T eil a.

T eil b:

Sind die exakten Sequenzen in (71) f • ur alle i 2 � gutartig, so l• a�t sic h direkt

Satz 1.6.10 an w enden, um die Behauptung zu erhalten.

Wir zeigen also, da� die Gutartigk eit v on � die Gutartigk eit der exakten Se-

quenzen aus (71) impliziert. Zun• ac hst de�nieren wir die folgenden Zahlen. Zu

i 2 � sei x

i

:= m

+

( N

i

=Q

i

) und y

i

:= m

+

( M

i

= hE

i

i ). Zus• atzlic h sei x

0

= 0.

F • ur exakte Sequenzen, also insb esondere f • ur die Sequenz in (71) mit i 2 �,

gilt nac h Bemerkung 1.6.7, a die Ungleic h ung x

i

� x

i � 1

+ y

i

, nac h Satz 1.6.8

mit Gleic hheit genau dann, w enn die Sequenz gutartig ist. P er Induktion zeigt

man, da� x

k

�

P

k

i =1

y

i

mit Gleic hheit genau dann gilt, w enn x

i

= x

i � 1

+ y

i

f • ur

alle i � k ist.

Wir un tersc heiden n un die F• alle, ob � endlic h o der unendlic h ist.

I. F all, � = f 1 ; : : : ; n g :

In diesem F all ist das Kom binat L v on � gleic h N

n

=Q

n

. Die Gutartigk eitsb e-

dingung an � ergibt die Gleic h ung x

n

=

P

n

i =1

y

i

. F • ur alle i � n folgt dann

nac h dem ob en Bewiesenen x

i

= x

i � 1

+ y

i

. Dies ist ab er gleic h b edeutend zur

Gutartigk eit aller Sequenzen in (71).

I I. F all, � = N :

Zu i 2 N sei d ( i ) 2 N eine ob ere Sc hrank e b ez • uglic h der urspr • unglic hen

Ordn ung v on f 1 ; : : : ; i g . Es soll also gelten, da� j < d ( i ) gilt f • ur alle j 2



1.6 Exakte Se quenzen und Basen 49

f 1 ; : : : ; i g . (Zur Erinnerung: Die Existenz einer solc hen ob eren Sc hrank e w ar

eine F orderung an �.)

Wir b etrac h ten das M E n -System �

i

= ( M

t

; E

t

; n

t

)

t � d ( i )

. F • ur dieses endlic he

System ist die Sequenz in (71) eb enfalls de�niert. Dieses endlic he System �

i

ist gutartig, und aus dem I. F all folgt die Gutartigk eit v on (71).

qed.

Ist also L das Kom binat eines M E n -Systems � = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

, so zeigt

Satz 1.6.14, wie man Basen v on L , L

+

und L

�

erh• alt. No c h o�en ist die F rage

nac h Normalbasen v on L . Ist � endlic h, so l• a�t sic h eine Normalbasis durc h

sukzessiv e An w endung v on Algorithm us 1.6.6 erhalten. Wir b esc hreib en dies

im folgenden genauer.

Algorithm us 1.6.15 Es sei � = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

ein kombinierb ar es M E n -

System mit j � j < 1 und L das Kombinat von � .

Der folgende A lgorithmus konstruiert eine Normalb asis von L aus in M

d

leb en-

den Normalb asen von M

d

= hE

d

i .

1. (Ordn ung v erv ollst• andigen) Wie im Beweis zu Satz 1.6.14 setzen wir

die Or dnung von � zu einer vol lst• andigen Or dnung fort. Ohne Ein-

schr• ankung sei dann � = f 1 ; : : : ; n g . F • ur i = 0 ; : : : ; n seien N

i

:=

M

1

� � � � � M

i

und Q

i

:=

P

i

j =1

h r + n

j

( r ); r 2 E

j

i . Wir erhalten (wie im

Beweis von Satz 1.6.14 gezeigt) die exakten Se quenzen

0 ! N

i � 1

=Q

i � 1

! N

i

=Q

i

! M

i

= hE

i

i ! 0 (72)

f • ur i = 1 ; : : : ; n .

2. (sukzessiv e Normalbasen k onstruieren) F • ur i = 1 ; : : : ; n konstruier e man

nun mittels A lgorithmus 1.6.6 eine Normalb asis von N

i

=Q

i

aus Normal-

b asen von N

i � 1

=Q

i � 1

und M

i

= hE

i

i .

Nach De�nition des Kombinates ist L = N

n

=Q

n

, daher ist eine Normal-

b asis von N

n

=Q

n

die gew • unschte Normalb asis von L .

Algorithm us 1.6.15 funktioniert unabh• angig da v on, ob das M E n -System gutar-

tig ist o der nic h t. Es sei dazu no c h angemerkt, da� sic h eine ev en tuelle Gutar-

tigk eit des M E n -Systems im Sinne v on De�nition 1.6.13 dadurc h b emerkbar

mac h t, da� b ei der An w endung v on Algorithm us 1.6.4 (der v on Algorith-

m us 1.6.6 b en utzt wird) jedesmal der

: :

^ -Un terfall ein tritt.

Im Bew eis v on Satz 1.6.14 wurde gezeigt, da� aus der Gutartigk eit des M E n -

Systems � die Gutartigk eit der Sequenzen in (72) folgt. Insb esondere gilt dies

f • ur i = n , w enn � = f 1 ; : : : ; n g ist. Wir halten dies in einer Bemerkung fest.

Bemerkung 1.6.16 Es sei � = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d � n

ein kombinierb ar es, gutartiges

M E n -System mit Kombinat L .

Dar • ub er hinaus sei N

0

:=

L

d<n

M

d

und Q

0

:=

P

d<n

h r + n

d

( r ); r 2 E

d

i .
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Unter diesen V or aussetzungen ist die Se quenz

0 ! N

0

=Q

0

! L ! M

n

= hE

n

i ! 0 (73)

exakt und gutartig.

Satz 1.6.14 zeigt, wie man auf einfac he W eise, n• amlic h durc h V ereinigung,

Basen eines Kom binates L eines k om binierbaren M E n -Systems � k onstruieren

k ann. Dar • ub er hinaus k ann man Basen v on L

+

und L

�

k onstruieren, w enn �

gutartig ist. Ist � nic h t gutartig, so bietet sic h no c h f • ur j � j < 1 der Ausw eg

eine Normalbasis v on L mittels Algorithm us 1.6.15 zu k onstruieren und v on

dieser Basen f • ur L

+

und L

�

nac h Lemma 1.2.10 abzuleiten.

M• oglic herw eise ist ab er � n ur \teilw eise", das hei�t, bis zu einem gewissen

Index D nic h t gutartig. In diesem F all gibt es no c h die M• oglic hk eit, da� man

Basen v on L

+

und L

�

zumindest ab D durc h V ereinigen k onstruieren k ann.

Die n• ac hste De�nition und der darau�olgende Satz zeigen, wie das gemein t

ist.

Im folgenden v erein baren wir, da� 0 62 � ist und die Ordn ung v on � auf

� [ f 0 g erw eitert wird durc h 0 < d f • ur alle d 2 �.

De�nition 1.6.17 Es sei � = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

ein kombinierb ar es M E n -System

und D 2 � . Dann de�nier en wir dur ch

� M

0

:=

L

t � D

M

t

,

� E

0

:=

S

t � D

f r + n

t

( r ); r 2 E

t

g ,

� n

0

� 0

und �

D

:= f 0 g [ f t 2 �; t 6� D g das von � ab geleitete M E n -System �

D

=

( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

D
.

Bemerkung 1.6.18 Es sei angemerkt, da� mit den obigen Bezeichnungen

M

0

= hE

0

i das Kombinat des M E n -System ( M

t

; E

t

; n

t

)

t � D

ist, wie man dir ekt aus

De�nition 1.6.12 ablesen kann.

Satz 1.6.19 Ist � ein kombinierb ar es M E n -System und D 2 � , dann ist das

ab geleitete M E n -System �

D

kombinierb ar, und die Kombinate von � und �

D

sind gleich.

Beweis

Die Behauptung ist o�ensic h tlic h, w enn man die De�nition des Kom binates

explizit hinsc hreibt: Ist N

0

d

:=

L

t<d

M

t

und Q

0

d

:=

P

t<d

h r + n

t

( r ); r 2 E

t

i f • ur

d 2 �, so ist die Eigensc haft, da� � k om binierbar ist, dadurc h de�niert, da�

die Abbildungen n

d

: E

d

! N

0

d

sic h fortsetzen lassen zu Homomorphismen v on

hE

d

i nac h N

0

d

=Q

0

d

.
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De�nieren wir diese Mo duln en tsprec hend f • ur �

D

, so erhalten wir f • ur d 2 �

D

mit d 6= 0, da�

N

0 D

d

= M

0

�

M

t<d

t 6� D

M

t

=

M

t � D

M

t

�

M

t<d

t 6� D

M

t

= N

0

d

(74)

ist, und w enn wir S

t

:= h r + n

t

( r ); r 2 E

t

i setzen, gilt

Q

0 D

d

= S

0

+

X

t<d

t 6� D

S

t

=

X

t � D

S

t

+

X

t<d

t 6� D

S

t

= Q

0

d

: (75)

Somit ist f • ur alle d 2 �

D

mit d 6= 0 der Mo dul N

0

d

=Q

0

d

gleic h dem Mo dul

N

0 D

d

=Q

0 D

d

, und die n

d

sind zu Homomorphismen nac h N

0 D

d

=Q

0 D

d

fortsetzbar.

Es bleibt zu zeigen, da� die Kom binate gleic h sind. De�nieren wir ab er N :=

L

t 2 �

M

t

, Q :=

P

t 2 �

h r + n

t

( r ); r 2 E

t

i , und en tsprec hend N

D

und Q

D

, so zeigt

man genauso wie in (74) und (75), da� N = N

D

und Q = Q

D

ist. Insb esondere

ist also das Kom binat N =Q gleic h dem Kom binat N

D

=Q

D

.

qed.

Satz 1.6.19 erlaubt es im F all, da� ein M E n -System � nic h t gutartig ist, eine

Basis do c h no c h zu k onstruieren, w enn man ein D 2 � �ndet, so da� zumindest

das abgeleitete M E n -System �

D

gutartig ist.

Dies w ollen wir im folgenden durc h ein Beispiel v erdeutlic hen. Im zw eiten

Kapitel w erden zu jedem n 2 N sogenann te Kreissysteme de�niert und un ter-

suc h t. Als Beispiel an dieser Stelle b etrac h ten wir das 12-te Kreissystem. Die

De�nition des 12-ten Kreissystems wird im folgenden explizit angegeb en. Zum

Nac h w eis der Kom binierbark eit und auc h zum V erst• andnis der Sinnhaftigk eit

der einzelnen De�nitionen, insb esondere der der E

d

und n

d

, sei ab er auf das

zw eite Kapitel v erwiesen.

Beispiel

Es sei � = f 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 12 g die Menge aller T eiler v on 12, partiell geordnet

durc h T eilbark eit. Wir de�nieren ein M E n -System, indem wir zu jedem d 2 �

angeb en, wie M

d

, E

d

und n

d

de�niert sind.

� Es sei G

d

:= f 1 � a < d ; gcd ( a; d ) = 1 g und M

d

:= h G

d

i (mit

M

1

= 0). Auf G

d

, und damit auf M

d

, op eriere � durc h Negation

mo dulo d . Wir sc hreib en, um die Elemen te aus G

d

v on Zahlen aus Z

zu un tersc heiden, a 2 G

d

als [ d; a ]. Es ist also b eispielsw eise M

12

=

h [12 ; 1] ; [12 ; 5] ; [12 ; 7] ; [12 ; 11] i .

� Es seien E

1

:= E

2

:= E

3

:= ; . W eiter seien

E

4

:= f [4 ; 1] + [4 ; 3] g ,

E

6

:= f [6 ; 1] ; [6 ; 5] ; [6 ; 1] + [6 ; 5] g ,

E

12

:= f [12 ; 1] + [12 ; 7] ; [12 ; 5] + [12 ; 11] ; [12 ; 1] + [12 ; 5] ;

[12 ; 7] + [12 ; 11] g .
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� Die Abbildungen n

d

: E

d

!

L

t j d;t 6= d

M

t

sind folgenderma�en de�niert.

Zun• ac hst sei n

4

([4 ; 1] + [4 ; 3]) = � [2 ; 1], und n

6

und n

12

seien de�niert

durc h

n

6

: [6 ; 1] 7! [3 ; 2] � [3 ; 1]

[6 ; 5] 7! [3 ; 1] � [3 ; 2]

[6 ; 1] + [6 ; 5] 7! [2 ; 1] � [2 ; 1]

(76)

und

n

12

: [12 ; 1] + [12 ; 7] 7! � [6 ; 1]

[12 ; 5] + [12 ; 11] 7! � [6 ; 5]

[12 ; 1] + [12 ; 5] 7! [4 ; 3] � [4 ; 1]

[12 ; 7] + [12 ; 11] 7! [4 ; 1] � [4 ; 3] :

(77)

Das dadurc h de�nierte M E n -System sieh t dann sc hematisc h wie folgt aus.

M

12

E

12

@

@

@R

@

@

@R

@

@

@R

�

�

�	

�

�

�	

n

12

n

12

n

4

n

6

n

6

M

4

M

6

M

3

M

2

E

4

E

6

; ;

Den Nullmo dul M

1

hab en wir dab ei w eggelassen. Die Pfeile sind so zu v erste-

hen, da� b eispielsw eise n

12

teilw eise nac h M

4

und teilw eise nac h M

6

abbildet.

In (76) wurde dazu absic h tlic h suggestiv [2 ; 1] � [2 ; 1] statt 0 gesc hrieb en. Im

allgemeinen bilden die n

d

b eim Kreissystem in die Mo duln M

d=p

ab, w ob ei p

eine Primzahl ist, die d teilt (v ergleic he De�nition 2.2.1 im n• ac hsten Kapitel).

Die Kom binierbark eit dieses M E n -Systems ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j 12

, das wir im folgen-

den mit �(12) b ezeic hnen, wird im zw eiten Kapitel in Lemma 2.2.3 b ewiesen.

Jedo c h ist �(12) nic h t gutartig, da das T eilsystem �(4) := ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j 4

sc hon

nic h t gutartig ist. Dies folgt aus der Nic h tgutartigk eit der Sequenz

0 ! M

2

! ( M

2

� M

4

) =Q

4

! M

4

= hE

4

i ! 0 (78)

mit Q

4

= h [4 ; 1] + [4 ; 3] � [2 ; 1] i . Man v ersuc he b eispielsw eise eine Normalbasis

v on ( M

2

� M

4

) =Q

4

aus der Normalbasis [ ; ; [2 ; 1] ; ; ] v on M

2

und der Normalbasis

[ ; ; ; ; [4 ; 1]] v on M

4

= hE

4

i mit Hilfe v on Algorithm us 1.6.6 zu k onstruieren. Dab ei

tritt b ei der An w endung v on Algorithm us 1.6.4, I I. F all der

: :

_ -Un terfall auf.
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Abhilfe sc ha�t das abgeleitete M E n -System �(12)

(4)

. De�nieren wir M

0

:=

M

2

� M

4

und E

0

:= f [4 ; 1] + [4 ; 3] � [2 ; 1] g , so sieh t das abgeleitete M E n -System

�(12)

(4)

so aus:

M

12

E

12

@

@

@R

@

@

@R

�

�

�	

?

n

12

n

12

n

6

n

6

M

6

M

3

E

6

;

M

0

;

Dieses System ist n un in der T at gutartig (w as im zw eiten Kapitel ausf • uhrlic h

nac hgewiesen wird). Bezeic hnet L (12) das Kom binat v on �(12), so erhalten

wir Basen v on L (12)

�

durc h V ereinigung v on in M

d

leb enden Basen der Mo-

duln ( Y

d

)

�

:= M

d

= hE

d

i

�

. V on den Y

d

k onstruieren wir jew eils eine Normalbasis

(die Y

d

sind alle als Zeilenfaktormo duln au�assbar, w ob ei E

d

jew eils die Zeilen-

summen en th• alt), und fassen diese tab ellarisc h zusammen:

d : 0 3 6 12

Normalbasis v on Y

d

: [[4 ; 1] ; ; ; ; ] [[3 ; 1] ; ; ; ; ] [ ; ; ; ; ; ] [ ; ; [12 ; 1] ; ; ]

Basis v on ( Y

d

)

+

: f [4 ; 1] g f [3 ; 1] g ; f [12 ; 1] g

Basis v on ( Y

d

)

�

: f [4 ; 1] g f [3 ; 1] g ; ;

Daraus lesen wir ab, da� f [4 ; 1] ; [3 ; 1] ; [12 ; 1] g eine Basis v on L (12)

+

ist und

f [4 ; 1] ; [3 ; 1] g eine Basis v on L (12)

�

ist.
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2 Kreismo duln und Kreissysteme

In diesem Kapitel b ehandeln wir Kreissysteme, die de�niert sind als M E n -

Systeme und im w esen tlic hen aus Kreismo duln gebildet w erden. Diese Kreis-

mo duln w erden im ersten Absc hnitt eingef • uhrt und ausf • uhrlic h un tersuc h t.

Insb esondere b erec hnen wir v on diesen Normalbasen und Quasinormalbasen.

Im ansc hlie�enden zw eiten Absc hnitt de�nieren wir das Kreissystem �( n ),

ein sp ezielles M E n -System ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

, w ob ei die Mo duln M

d

= hE

d

i bis auf

einige w enige Ausnahmen aus Kreismo duln b estehen. Um die Gutartigk eit

des Systems zu un tersuc hen, b en• otigen wir den W ert v on m

+

( L ( n )), w ob ei

L ( n ) das Kom binat v on �( n ) ist. Dazu b erec hnen wir die � -Kohomologie des

Kom binates v on L ( n ).

Das Kreissystem wird motiviert durc h den Zusammenhang mit Kreiseinheiten.

In Absc hnitt 2.3 wird zun• ac hst der o�ensic h tlic he Zusammenhang zu der Grup-

p e der Kreiszahlen, einer Grupp e, die die Grupp e der Kreiseinheiten als Un-

tergrupp e en th• alt, herausgearb eitet.

Absc hlie�end wird im vierten Absc hnitt das P-Kreissystem

�

�( n ) eingef • uhrt

und un tersuc h t. Dieses bietet einen anderen Zugang zu den Kreiszahlen an als

�( n ). Die Un tersc hiede zwisc hen �( n ) und

�

�( n ) w erden ausf • uhrlic h diskutiert.

In diesem Kapitel b ezeic hnen wir durc hg• angig mit G

d

die Menge

G

d

:= f 1 � a < d ; gcd ( a; d ) = 1 g : (79)

Da im folgenden oft mit h G

d

i , also dem Z -Erzeugnis v on G

d

, gearb eitet wird,

gibt es zw ei M• oglic hk eiten, den Ausdruc k a + b mit a; b 2 G

d

zu in terpretieren.

Einmal als \normale" Addition zw eier ganzer Zahlen, und einmal als Addition

innerhalb des Mo duls h G

d

i . Daher sc hreib en wir dort, w o es zu Mi�v erst• and-

nissen k ommen k ann, a 2 G

d

auc h als [ a ] o der sogar als [ d; a ] wie im Beispiel

am Ende des ersten Kapitels, und meinen damit das Elemen t im Mo dul h G

d

i .

Wir halten also fest:

� Ausdr • uc k e wie

P

a 2 G

d

[ a ] o der [ a ] + [ b ] mit a; b 2 G

d

b edeuten die Mo dul-

addition in h G

d

i .

� Ausdr • uc k e wie

P

a 2 G

d

a und a + b mit a; b 2 G

d

b edeuten die Addition

in Z .

2.1 Der Kreismo dul

In diesem Absc hnitt de�nieren wir zu n 2 N den Kreismo dul Z ( n ), der als

T ensorpro dukt gewisser Zeilenfaktormo duln erkl• art ist. Nac h der De�nition

im ersten Absc hnitt geb en wir im zw eiten Absc hnitt Normalbasen und Quasi-

normalbasen v on Z ( n ) an.

Im dritten Absc hnitt zeigen wir einen anderen Zugang zu Z ( n ) auf, indem wir

Z ( n ) als Mo dul der F orm h G

n

i = hE

n

i in terpretieren, w ob ei E

n

den Zeilensum-

men en tspric h t.
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2.1.1 De�nition des Kreismo duls

De�nition 2.1.1 Zu n 2 N de�nier en wir den Kr eismo dul Z ( n ) wie folgt:

a) Ist n = p Primzahl, dann sei Z ( p ) := h G

p

i = h

P

a 2 G

p

[ a ] i .

A uf G

p

(und damit auf Z ( p ) ) op erier e � dur ch � a := p � a .

b) Ist n = q = p

�

die Potenz einer Primzahl mit � > 1 , so setzen wir

�

q

:= G

q =p

und A

p

:= f 0 ; : : : ; p � 1 g . Wir de�nier en

Z ( q ) := h �

q

i 
 h A

p

i = h

X

a 2 A

p

[ a ] i : (80)

A uf A

p

op erier e � dur ch � a := p � 1 � a , auf �

q

op erier e � dur ch � � :=

q =p � � , und auf Z ( q ) op erier e � diagonal.

c) Ist n = q

1

� � � q

r

das Pr o dukt von p aarweise teilerfr emden Primzahlp oten-

zen, so de�nier en wir Z ( n ) := Z ( q

1

) 
 � � � 
 Z ( q

r

) . A uf Z ( n ) op erier e �

diagonal.

Die Kreismo duln sind also gewisse Zeilenfaktormo duln, wie sie in Absc hnitt 1.4

b ehandelt wurden. Insb esondere ist Z ( p ) in F all a der nic h ttriviale elemen tare

Zeilenfaktormo dul zu G

p

, und Z ( q ) in F all b ist der Zeilenfaktormo dul zu

�

q

� A

p

, w ob ei n ur A

p

ec h ter F aktor ist. Da das T ensorpro dukt v on Zeilen-

faktormo duln wieder ein Zeilenfaktormo dul ist, sind auc h die Z ( n ) in T eil c

Zeilenfaktormo duln.

Lemma 2.1.2 Der R ang von Z ( n ) ist gleich

Y

p j n

( ' ( p

�

p

) � ' ( p

�

p

� 1

)) ; (81)

wob ei p al le Primteiler von n dur chl• auft und �

p

der Exp onent von p in n ist.

Beweis

Bei der T ensorpro duktbildung m ultiplizieren sic h die R• ange, somit ist n ur zu

zeigen, da� der Rang v on Z ( p

�

p

) gleic h ' ( p

�

p

) � ' ( p

�

p

� 1

) ist.

F • ur �

p

= 1 hat Z ( p ) den Rang j G

p

j � 1 = ' ( p ) � 1. Ist �

p

> 1 und q = p

�

p

,

so hat �

q

den Rang ' ( p

�

p

� 1

) und A

p

den Rang p � 1, w omit die Behauptung

folgt.

qed.

2.1.2 Normalbasen des Kreismo duls

Grunds• atzlic h ist die Konstruktion einer Normalbasis des Kreismo duls gekl• art,

denn Elemen tarzerlegungen v on G

q

, �

q

und A

p

sind einfac h zu erhalten (wir
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w erden sie sp• ater angeb en). Eine Basis erh• alt man daher mit den im ersten

Kapitel hergeleiteten Mec hanismen. In diesem Sinne ist dieser Absc hnitt n ur

eine Zusammenfassung v on An w endungen dieser Mec hanismen. Dab ei treten

in Abh• angigk eit v on n jedo c h w esen tlic h v ersc hiedene F• alle auf, die im folgen-

den einzeln abgehandelt w erden.

n � 2 mo d 4

Dieser F all ist b esonders einfac h. Da Z (2) = 0 ist, und Z (2) als F aktor des

T ensorpro duktes v on Z ( n ) auftritt ist Z ( n ) = 0, die Basis ist somit leer.

n quadratfrei und ungerade

Wir geb en den Konstruktionsproze� in mehreren Sc hritten an.

� F • ur eine Primzahl p ist eine Normalzerlegung [ E

0

p

; E

+

p

] v on G

p

gegeb en

durc h E

+

p

:= ; und b eispielsw eise E

0

p

:= f 1 ; : : : ; b p= 2 cg .

� Lemma 1.4.6 zeigt, wie man f • ur Zeilenfaktormo duln aus einer Normal-

zerlegung eine Normalbasis erh• alt. Beispielsw eise ist [ F

0

p

; F

+

p

; F

�

p

] mit

F

0

p

:= f 2 ; : : : ; b p= 2 cg , F

+

p

:= ; , F

�

p

:= f

b p= 2 c

X

a =1

[ a ] g

eine Normalbasis v on Z ( p ).

Unsc h• on an dieser Normalbasis ist die Summe in F

�

p

. Einen Ausw eg

bietet die Quasinormalbasis [ G

0

p

; G

+

p

; G

�

p

] mit

G

0

p

:= F

0

p

, G

+

p

:= ; , G

�

p

:= f 1 g .

� Z ( n ) ist als T ensorpro dukt v on Kreismo duln Z ( p ) de�niert, w ob ei p

die Primzahlen durc hl• auft, die n teilen. Daher k• onnen wir aus Korol-

lar 1.3.9, b eine Normalbasis und eine Quasinormalbasis v on Z ( n ) explizit

ablesen. Ist n = p

1

� � � p

r

, so sieh t die Quasinormalbasis [ G

0

; G

+

; G

�

] wie

folgt aus:

G

0

:=

S

r

i =1

f (1 ; : : : ; 1 ; a

i

; : : : ; a

r

) 2 G

p

1

� � � � � G

p

r

; 1 < a

i

< p

i

= 2 ;

und 1 � a

j

< p

j

� 1 f • ur j = i + 1 ; : : : ; r g

G

+

:= f (1 ; : : : ; 1) g , falls r gerade und G

+

:= ; , falls r ungerade,

G

�

:= f (1 ; : : : ; 1) g n G

+

.

Eine Normalbasis [ F

0

; F

+

; F

�

] ist •ahnlic h wie die Quasinormalbasis auf-

gebaut, jedo c h m u� das Quasinormalbasiselemen t \1" aus G

p

i

durc h die

Summe \

P

b p

i

= 2 c

a =1

[ a ]" f • ur das en tsprec hende p

i

ersetzt w erden, w as F

0

rec h t

un • ub ersic h tlic h mac h t. F

+

und F

�

sind gegeb en durc h

F

+

:= f f g , falls r gerade und F

+

:= ; , falls r ungerade,

F

�

:= f f g n F

+

,
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jew eils mit

f =

b p

1

= 2 c

X

a

1

=1

b p

2

= 2 c

X

a

2

=1

� � �

b p

r

= 2 c

X

a

r

=1

( a

1

; a

2

; : : : ; a

r

) : (82)

n = 4 u mit u quadratfrei und ungerade

Dieser F all l• a�t sic h wie folgt auf den v orhergehenden F all zur • uc kf • uhren.

� Es ist Z (4) der Zeilenfaktormo dul zu �

4

� A

2

= f 1 g � f 0 ; 1 g , w ob ei n ur

A

2

ec h ter F aktor ist. Eine Normalbasis ist gegeb en durc h [ ; ; ; ; f (1 ; 0) g ].

� Nun k• onnen wir Z ( n ) sc hreib en als Z (4) 
 Z ( u ), und en tsprec hend Nor-

malbasen mit Hilfe des v origen Absc hnitts k onstruieren. Beispielsw eise

sind wie in (82) im F all n ungerade und quadratfrei F

+

und F

�

in

Abh• angigk eit v on r gegeb en durc h

f =

b p

2

= 2 c

X

a

2

=1

� � �

b p

r

= 2 c

X

a

r

=1

(1 ; 0 ; a

2

; : : : ; a

r

) ; (83)

w ob ei n = 4 p

2

� � � p

r

ist.

Sonstige n

In der Zerlegung n = p

�

1

1

� � � p

�

r

r

= q

1

� � � q

r

ist mindestens f • ur ein i so w ohl

�

i

> 1 als auc h q

i

> 4. Es sei p := p

i

und q := q

i

.

Eine Normalzerlegung der Menge �

q

ist gegeb en durc h [ H

q

; ; ] mit b eispiels-

w eise H

q

:= f � 2 �

q

; 1 � � <

1

2

q =p g . Wir sc hreib en Z ( n ) = h �

q

i 
 X , w ob ei

X der Zeilenfaktormo dul ist, der die gleic hen F aktoren v on Z ( n ) en th• alt mit

der Ausnahme, da� �

q

fehlt. Explizit ist X = ( A

p

= h

P

a 2 A

p

[ a ] i ) 
 Z ( n=q ).

In Korollar 1.3.9, a zu Satz 1.3.8 wird gezeigt, wie man eine Basis v on h �

q

i 
 X

k onstruiert. Demnac h ist [ H

q

� B ; ; ; ; ] eine Normalbasis v on Z ( n ), w enn B

eine b eliebige Basis v on X ist, b eispielsw eise die Basis aus Lemma 1.4.5.

Ordnen wir also die Primfaktoren v on n so, da� p

1

= p ist und ein t existiert

mit �

i

= 1 genau dann, w enn i > t ist, das hei�t, ist n = p

�

p

�

2

2

� � � p

�

t

t

p

t +1

� � � p

r

,

so ist eine Normalbasis [ F

0

; ; ; ; ] v on Z ( n ) explizit gegeb en durc h

F

0

= H

q

1

� A

[

p

1

�

t

Y

i =2

(�

q

i

� A

[

p

i

) �

r

Y

i = t +1

G

[

p

i

; (84)

w ob ei A

[

p

i

aus A

p

i

und G

[

p

i

aus G

p

i

jew eils durc h En tfernen eines (b eliebigen)

Elemen ts herv orgeh t. Beispielsw eise k ann man A

[

p

i

:= f 1 ; : : : ; p

i

� 1 g und

G

[

p

i

:= f 2 ; : : : ; p

i

� 1 g w• ahlen.

Zusammenfassend l• a�t sic h sagen, da� b ei der Konstruktion v on Normalbasen

v on Kreismo duln drei w esen tlic h un tersc hiedlic he F• alle auftreten, n• amlic h

� der triviale F all, da� n � 2 mo d 4 und daher Z ( n ) = 0 ist,
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� der F all, da� n = u o der n = 4 u ist, w ob ei u ungerade und quadratfrei

ist. In diesem F all en th• alt die Normalzerlegung v on Z ( n ) einen eindi-

mensionalen, je nac h Anzahl der Primfaktoren, + o der � An teil,

� alle anderen F• alle. In diesen F• allen ist Z ( n ) = Z ( n )

0

, das hei�t, in der

Normalzerlegung k ommen w eder + no c h � An teile v or.

2.1.3 Der Kreismo dul als Erzeugnis v on G

n

Zur Konstruktion einer Basis w ar es n • utzlic h, Z ( n ) als T ensorpro dukt v on

anderen Kreismo duln de�niert zu hab en. Bei der diesem Absc hnitt folgen-

den Konstruktion des Kreissystems ist es praktisc her, Z ( n ) als h G

n

i =R

n

in ter-

pretieren zu k• onnen, w ob ei R

n

eine geeignete Menge v on Relationen ist.

Es gilt der folgende Satz:

Satz 2.1.3 Es sei Z ( n ) der n -te Kr eismo dul. Dann ist Z ( n )

�

=

h G

n

i =R

n

,

wob ei � auf G

n

dur ch Ne gation mo dulo n , also dur ch � a := n � a f • ur a 2 G

n

op eriert. Dab ei wir d R

n

erzeugt dur ch

E

n

:= f s ( n; p; a ); p j n mit p prim ; a 2 G

n

g (85)

mit

s ( n; p; a ) :=

X

x 2 G

n

x � a mo d ( n=p )

[ x ] : (86)

Beweis

Die Primfaktoren p

i

v on n seien so b ezeic hnet, da�

n = p

�

1

1

� � � p

�

t

t

p

t +1

� � � p

r

(87)

mit �

i

> 1 f • ur i = 1 ; : : : ; t ist. W eiter sei q

i

= p

�

i

i

f • ur i = 1 ; : : : ; t und q

i

= p

i

sonst. Die Mengen �

q

i

und A

p

i

seien wie in De�nition 2.1.1 de�niert. Nac h

Satz 1.4.3 ist dann Z ( n ) isomorph zum Zeilenfaktormo dul Y zu

S := �

q

1

� A

p

1

� � � � � �

q

t

� A

p

t

� G

p

t +1

� � � � � G

p

r

; (88)

w ob ei genau die F aktoren A

p

i

f • ur 1 � i � t und G

p

i

f • ur t < i � r ec h t sind.

Wir zeigen Y

�

=

h G

n

i =R

n

.

Wir b en utzen dazu die mit � v ertr• aglic he Bijektion � :=  � � : G

n

! S gem• a�

G

n

 

! G

q

1

� � � � � G

q

r

�

! S; (89)

w ob ei  und � wie folgt de�niert sind:

� Es ordne  jedem a 2 G

n

das T up el ( a

1

; : : : ; a

r

) zu, so da� a

i

� a mo d q

i

f • ur i = 1 ; : : : ; r gilt. Nac h dem Chinesisc hen Restsatz ist  w ohlde�niert

und bijektiv.
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� Die Abbildung � ist folgenderma�en k omp onen ten w eise de�niert. Sc hrei-

b en wir � ( a

1

; : : : ; a

r

) = ( �

1

( a

1

) ; : : : ; �

r

( a

r

)), so sei �

i

f • ur i = t + 1 ; : : : ; r

die Iden tit• at. F • ur i = 1 ; : : : ; t und c 2 G

q

i

sei �

i

( c ) = ( �; b ) 2 �

q

i

� A

p

i

so de�niert, da� c = bp

�

i

� 1

i

+ � gilt. Konkret ist also � � c mo d p

�

i

� 1

i

und b := ( c � � ) =p

�

i

� 1

i

.

Mit � erh• alt man einen Isomorphism us zwisc hen h G

n

i und h S i . Direkt rec h-

net man nac h, da� dab ei die s ( n; p; a ) aus (86) auf die Zeilensummen v on Y

abgebildet w erden. F • ur a 2 G

n

gilt n• amlic h

s ( n; p

i

; a ) 7!

(

s

A

p

i

( � ( a )) f • ur 1 � i � t ,

s

G

p

i

( � ( a )) f • ur t < i � r .

(90)

Jeder Zeilensumme v on Y en tspric h t also ein s ( n; p

i

; a ) und umgek ehrt. Somit

ist h G

n

i =R

n

�

=

Y gezeigt.

qed.

Motiviert durc h (90) b ezeic hnen wir im folgenden die s ( n; p

i

; a ) aus (86) eb en-

falls als Zeilensummen .

Bemerkung 2.1.4 Genaugenommen r eicht es in (85) aus, wenn a aus G

n=p

ist: Die Zuor dnung, die je dem Paar ( p; a ) mit p j n Primzahl und a 2 G

n=p

die

Zeilensumme s ( n; p; a ) zuor dnet, ist bijektiv, denn f • ur a; b 2 Z gilt s ( n; p; a ) =

s ( n; p; b ) genau dann, wenn a � b mo d n=p ist.

2.2 Das Kreissystem

2.2.1 De�nition

Das Kreissystem ist ein gewisses M E n -System ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

. Dab ei sind die

Mo duln M

d

= hE

d

i im w esen tlic hen die im v orhergehenden Absc hnitt ausf • uhrlic h

b ehandelten Kreismo duln Z ( d ).

Zun• ac hst f • uhren wir einige Bezeic hn ungen ein.

� Auf G

d

lassen wir die m ultiplik ativ e Grupp e V

d

:= f r =s 2 Q ; ( r ; d ) =

( s; d ) = 1 g durc h Multiplik ation mo dulo d op erieren. Damit ist eine

Op eration des Grupp enrings Z V

d

auf M

d

= h G

d

i de�niert. Ist a 2 G

d

und p teilerfremd zu d , so ist damit b eispielsw eise ( p

� 1

� 1)[ a ] = [ a

0

] � [ a ],

w ob ei f • ur a

0

2 G

d

gilt, da� pa

0

� a mo d d ist.

� Gilt t j d f • ur t; d 2 N , so b ezeic hne zu a 2 G

d

die Sc hreib w eise b := a mo d t

dasjenige eindeutig b estimm te b 2 G

t

, mit b � a mo d t .

� Die Sc hreib w eise t jj d b edeute, da� t ein T eiler v on d und ungleic h d ist.

� Im folgenden treten im w esen tlic hen zw ei T yp en v on Indexmengen � auf.

Einerseits ist � die endlic he Menge aller T eiler d einer nat • urlic hen Zahl



60 2.2 Das Kr eissystem

n . Andererseits ist � die Menge N der nat • urlic hen Zahlen. In einigen

F• allen bietet es sic h an, den endlic hen und unendlic hen F all gemeinsam

zu b ehandeln. Wir v erein baren daf • ur die folgende Sprec h w eise. Wir

f • ugen ein neues Sym b ol 1 zu N hinzu, und es sei N

1

:= N [ f1g .

Die Menge aller T eiler v on 1 sei gleic h N (und nic h t et w a N

1

). Ein

Ausdruc k wie

S

d j1

B

d

ist damit gleic h b edeutend mit

S

d 2 N

B

d

.

Es folgt n un die De�nition des k om binierten Kreismo duls L ( n ). Dieser en tsteh t

als Kom binat eines gewissen M E n -Systems �( n ). Wir de�nieren zun• ac hst dieses

System, und zeigen ansc hlie�end, da� es auc h in der T at k om binierbar ist.

De�nition 2.2.1 Zu d 2 N sei M

d

:= h G

d

i , und ist d keine Primzahl, dann

sei E

d

� M

d

die Menge al ler Zeilensummen s ( d; p; a ) mit a 2 G

d

und p j d

Primzahl gem• a� (86).

Ist d Primzahl, dann sei E

d

le er.

Weiter seien auf den Zeilensummen A bbildungen n

d

: E

d

!

L

t jj d

M

t

ge geb en,

indem wir s ( d; p; a ) 2 E

d

das Element g

p;d

[ a mo d d=p ] 2 M

d=p

zuor dnen, wob ei

g

p;d

2 Z V

d=p

de�niert ist dur ch

g

p;d

:=

(

� 1 fal ls p

2

j d;

p

� 1

� 1 fal ls p

2

j6 d:

(91)

Zu n 2 N

1

hei�t das M E n -System �( n ) := ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j n

das n -te Kreis-

system . Die Menge al ler T eiler von n sei dab ei dur ch T eilb arkeit ge or dnet.

Bemerkung 2.2.2 Explizit ist also

n

d

( s ( d; p; a )) = g

p;d

[ a mo d d=p ] =

(

� [ a mo d d=p ] fal ls p

2

j d ,

[ a

0

mo d d=p ] � [ a mo d d=p ] fal ls p

2

j6 d ,

(92)

mit a

0

2 G

d=p

so, da� pa

0

� a mo d d=p gilt.

Lemma 2.2.3 Es sei n 2 N

1

. Dann ist das n -te Kr eissystem �( n ) kom-

binierb ar.

Beweis

Zu d j n seien N

0

d

:=

L

t jj d

M

t

und Q

0

d

:=

P

t jj d

h r + n

t

( r ); r 2 E

t

i . Es ist zu zei-

gen, da� sic h die Abbildungen n

d

fortsetzen lassen zu Z [ � ]-Homomorphismen

�n

d

: hE

d

i ! N

0

d

=Q

0

d

.

Alle Relationen innerhalb der Zeilensummen en tstehen nac h Satz 1.4.7 durc h

Dopp elsummen. Wir b ezeic hnen die Dopp elsummen als s ( d; p; q ; a ) mit zw ei

Primzahlen q 6= p , die d teilen. Explizit sind diese de�niert als

s ( d; p; q ; a ) =

X

x 2 G

d

x � a mo d d=p

s ( d; q ; x ) : (93)
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Der Dopp elsummenrelation (26) en tspric h t dann die Relation s ( d; q ; p; a ) =

s ( d; p; q ; a ), und es ist

X

x 2 G

d

x � a mo d d=q

n

d

( s ( d; p; x )) �

X

x 2 G

d

x � a mo d d=p

n

d

( s ( d; q ; x )) mo d Q

0

d

(94)

zu zeigen, um �n

d

eindeutig auf s ( d; p; q ; a ) = s ( d; q ; p; a ) de�nieren zu k• onnen.

Ist d = pq , so b en utzen wir, da� p

� 1

die Menge G

q

wieder auf sic h selbst

abbildet. Die link e Seite v on (94) ist gleic h

X

x 2 G

d

x � a mo d d=q

( p

� 1

� 1)[ x mo d q ] =

X

b 2 G

q

( p

� 1

� 1)[ b ] =

X

b 2 G

q

[ b ] �

X

b 2 G

q

[ b ] = 0 : (95)

V ertausc hen wir p und q , so zeigt dies, da� auc h die rec h te Seite v on (94) gleic h

0 ist.

Es sei d 6= pq . Wie in (91) de�nieren wir g

p;d

:= � 1 f • ur p

2

j d und g

p;d

:= p

� 1

� 1

sonst. Dann ist die link e Seite v on (94) gleic h

X

x 2 G

d

x � a mo d d=q

g

p;d

[ x mo d d=p ] = g

p;d

s ( d=p; q ; a )

� � g

p;d=q

n

d=p

( s ( d=p; q ; a )) mo d Q

0

d

= � g

p;d=q

g

q ;d=p

[ a mo d d= ( q p )] :

(96)

Die rec h te Seite v on (94) ist analog gleic h � g

q ;d=p

g

p;d=q

[ a mo d d= ( q p )]. Da g

p;d=q

und g

q ;d=p

k omm utieren, folgt die Kongruenz in (94), und n

d

l• a�t sic h mo dulo

Q

0

d

daher auf die Dopp elsummen, und damit auf hE

d

i fortsetzen.

Es k omm utiert � mit der Op eration v on g

p;d

, und direkt aus der De�nition

der Zeilensummen in (86) folgt � ( s ( d; p; a )) = s ( d; p; � a ). Damit gilt �n

d

( � r ) =

� �n

d

( r ) f • ur r 2 hE i , das hei�t, �n

d

ist in der T at auc h Z [ � ]-Homomorphism us.

qed.

De�nition 2.2.4 Es sei n 2 N

1

. Das Kombinat L ( n ) des n -ten Kr eissystems

�( n ) hei�t n -ter k om binierter Kreismo dul .

Lemma 2.2.5 Das Kombinat L ( n ) des n -ten Kr eissystems ist fr ei.

Beweis

Nac h Satz 1.6.14 ist zu zeigen, da� M

d

= hE

d

i aus De�nition 2.2.1 f • ur alle d j n

frei ist.

Ist d Primzahl, so ist E

d

= ; und daher M

d

= hE

d

i

�

=

M

d

= h G

d

i o�ensic h tlic h

frei. Sonst ist M

d

= hE

d

i nac h Satz 2.1.3 isomorph zum Kreismo dul Z ( d ), der

als Zeilenfaktormo dul nac h De�nition 2.2.1 und Lemma 1.4.5 frei ist.

qed.
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2.2.2 Kohomologie

Um die Gutartigk eit des Kreissystems �( n ) zu un tersuc hen, brauc hen wir

un ter anderen den W ert m

+

( L ( n )). Nac h Lemma 1.2.4 ist m

+

( L ( n )) die F

2

-

Dimension der 0-ten Kohomologiegrupp e v on L ( n ). Wir b erec hnen daher in

diesem Absc hnitt die � -Kohomologie v on L ( n ). Dies gesc hieh t dadurc h, da�

wir L ( n ) als isomorph zu einem v on C. G. Sc hmidt in [12] eingef • uhrten Mo dul

nac h w eisen, dessen Kohomologie b ek ann t ist.

Satz 2.2.6 Zu n 2 N sei r die A nzahl der Primteiler von n . Wir de�nier en

r

0

= r , fal ls n 6� 2 mo d 4 und r

0

= r � 1 sonst.

Es sei n > 2 und L ( n ) der n -te kombinierte Kr eismo dul. Dann gilt:

i) H

0

( � ; L ( n ))

�

=

8

<

:

F

2

r

0

� 1

� 1

2

falls n 6� 2 mo d 4 ;

F

2

r

0

� 1

2

falls n � 2 mo d 4 :

ii) H

1

( � ; L ( n ))

�

=

F

2

r

0

� 1

� r

0

2

.

Beweis

Die Behauptung, die hier f • ur L ( n ) aufgestellt wird, �ndet sic h in [12 ], Satz 2,

f • ur einen gewissen Mo dul A = V =U , w ob ei in diesem F all r

0

die Anzahl der im

n -ten Kreisteilungsk• orp er v erzw eigenden Primzahlen ist, w as (b eispielsw eise

nac h [9], Kapitel I, Korollar (10.4) ) der hier explizit gegeb enen De�nition v on

r

0

en tspric h t. Wir zeigen Satz 2.2.6, indem wir einen Isomorphism us zwisc hen

A und L ( n ) angeb en.

Der Sc hmidtsc he F aktormo dul A ist in [12] de�niert als freier Z -Mo dul V •ub er

der Menge ( Z =n Z ) n f 0 g , die in [12 ] mit f e (1) ; : : : ; e ( n � 1) g b ezeic hnet wird,

mo dulo einem T eilmo dul U , der nac h (1.7) in [12 ] v on den Elemen ten der F orm

a ( d; x ) := e ( dx ) �

d � 1

X

� =0

e ( x + �

n

d

) (97)

f • ur d j n und x = 1 ; : : : ; n=d � 1 erzeugt wird.

Es sei also �( n ) := ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j n

das n -te Kreissystem. Dann ist nac h De�ni-

tion 1.6.12 L ( n ) = N =Q mit N :=

L

d j n

M

d

und Q :=

P

d j n

h r + n

d

( r ); r 2 E

d

i .

Wir sc hreib en die Erzeuger v on N als [ d; a ] mit d j n und a 2 G

d

. Die Zeilen-

summen sc hreib en wir eindeutig nac h Bemerkung 2.1.4 als s ( d; p; a ) mit p j d

und a 2 G

d=p

.

Wir b ew eisen den Isomorphism us zwisc hen A = V =U und L ( n ) = N =Q in zw ei

Sc hritten, indem wir zun• ac hst N

�

=

V und ansc hlie�end Q

�

=

U zeigen.

N

�

=

V : Der Isomorphism us ist gegeb en durc h die Abbildung [ d; a ] 7! e ( a

n

d

).

Die Umk ehrabbildung ist gegeb en durc h e ( x ) 7! [

n

t

;

x

t

] mit t = gcd( n; x ).
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Q

�

=

U : Wir zeigen zur V orb ereitung zun• ac hst ein Lemma, das mit elemen-

tarer Kongruenzrec hn ung b ewiesen wird.

Lemma 2.2.7 Zu d 2 N , p j d prim und b 2 G

d=p

seien

X := f 0 � x < d ; x � b mo d

d

p

g ;

Y := f x 2 G

d

; x � b mo d

d

p

g :

(98)

Dann gilt:

a) X = f b + �

d

p

; � = 0 ; : : : ; p � 1 g

b) X =

(

Y falls p

2

j d

Y [ f pb

0

g falls p

2

j6 d

mit b

0

2 G

d=p

so, da� pb

0

� b mo d d=p gilt.

Beweis von L emma 2.2.7

T eil a folgt direkt, indem man \ � " und \ � " nac hrec hnet. In T eil b ist

Y � X trivial. Wir un tersc heiden n un die b eiden F• alle p

2

j d und p

2

j6 d .

p

2

j d : Da b 2 G

d=p

ist, ist x mit x � b mo d d=p teilerfremd zu d=p und

damit auc h teilerfremd zu d , also X = Y .

p

2

j6 d : O�ensic h tlic h ist pb

0

2 X und daher Y [ f pb

0

g � X . Um \ � "

zu zeigen, w• ahlen wir x 2 X . Ist x 6� 0 mo d p , so ist x teilerfremd

so w ohl zu p als auc h zu d=p und daher teilerfremd zu d , und x

liegt also in Y . Im anderen F all erf • ullt x das System sim ultaner

Kongruenzen

x � 0 mo d p

x � b mo d d=p;

(99)

das eb enfalls v on pb

0

2 X gel• ost wird. Nac h dem Chinesisc hen

Restsatz ist die L• osung v on (99) mo dulo d eindeutig, es gilt also

x = pb

0

.

Wir zeigen n un Q

�

=

U . Es wird Q v on Elemen ten der F orm s ( d; p; b ) +

n

d

( s ( d; p; b )) erzeugt, w ob ei s ( d; p; b ) eine Zeilensumme gem• a� (86) ist,

und U ist das Erzeugnis der a ( d; x ) aus (97). Mit X , Y und b

0

aus (98)

ist

� a ( p;

n

d

b ) = � e (

np

d

b ) +

p � 1

X

� =0

e (

n

d

 

b + �

d

p

!

) = � e (

np

d

b ) +

X

x 2 X

e (

n

d

x ) ;

(100)
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und s ( d; p; b ) + n

d

( s ( d; p; b )) wird nac h (86) (De�nition v on s ( d; p; b )) und

(91) (De�nition v on n

d

) auf

8

>

>

>

<

>

>

>

:

X

x 2 Y

e (

n

d

x ) � e (

np

d

b ) falls p

2

j d

X

x 2 Y

e (

n

d

x ) + e (

np

d

b

0

) � e (

np

d

b ) falls p

2

j6 d

(101)

abgebildet. Mit Lemma 2.2.7 folgt durc h V ergleic h v on (100) und (101),

da� s ( d; p; b ) + n

d

( s ( d; p; b )) auf � a ( p;

n

d

b ) abgebildet wird.

Umgek ehrt hat � a ( p; x ) mit p j n und 1 � x < n=p als Urbild

s (

n

t

; p;

x

t

) + n

d

( s (

n

t

; p;

x

t

)) (102)

mit t = gcd (

n

p

; x ).

Wir hab en also einen Isomorphism us zwisc hen Q und dem v on den Ele-

men ten a ( p; x ) mit p j n Primzahl und 1 � x <

n

p

erzeugten T eilmo dul

v on U . Da� dieser ab er b ereits ganz U ist, folgt aus der rekursiv en

An w endung der F ormel

a ( dt; x ) = a ( d; tx ) +

d � 1

X

j =0

a ( t; x + j

n

dt

) ; (103)

die f • ur alle T eiler d > 1, t > 1 v on n und 1 � x <

n

dt

g • ultig ist, und

direkt mit der De�nition in (97) b ewiesen wird. Mit anderen W orten,

alle Elemen te a ( d; x ) aus (97) k• onnen durc h Elemen te a ( p; � ), w ob ei p j n

Primzahl ist, dargestellt w erden

qed.

2.2.3 Gutartigk eit

Mit den b eiden im v orangegangenen Absc hnitt b erec hneten Kohomologiegrup-

p en H

0

( � ; L ( n )) und H

1

( � ; L ( n )) k ennen wir nac h Lemma 1.2.4 die W erte

m

+

( L ( n )) und m

�

( L ( n )). Im folgenden diskutieren wir die Gutartigk eit v on

�( n ).

Zun• ac hst no c h einige V orb emerkungen:

� Zu d 2 N sei g ( d ) :=

Q

p j d

( ' ( p

�

p

) � ' ( p

�

p

� 1

)), w ob ei �

p

jew eils der

maximale Exp onen t ist, mit dem d v on der Primzahl p geteilt wird, und

' die Eulersc he ' -F unktion b ezeic hnet. Wir zeigen sp• ater, da� ' ( n ) =

P

d j n

g ( d ) gilt.

� �( n ) ist als ein M E n -System ( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

de�niert. Wir sc hreib en

Y

d

:= M

d

= hE

d

i . Basen des Kom binates L ( n ) v on �( n ) w erden also gem• a�
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Satz 1.6.14 aus in M

d

leb enden Basen der Y

d

k onstruiert. Explizit sehen

nac h De�nition 2.2.1 und Satz 2.1.3 die Y

d

wie folgt aus. Es ist

Y

d

=

8

>

<

>

:

0 falls d = 1,

h G

d

i falls d Primzahl,

Z ( d ) sonst.

(104)

� Um einige Aussagen •ub ersic h tlic her zu halten, sparen wir manc hmal im

folgenden den F all n = 2 aus. In diesem l• a�t sic h ab er alles sofort

ausrec hnen. Es ist L (2)

�

=

Y

2

�

=

h G

2

i , somit ist insb esondere m

+

( L (2)) =

m

+

( Y

2

) = 1 und �(2) daher direkt nac h De�nition 1.6.13 gutartig,

Um die Gutartigk eit v on �( n ) nac hzu w eisen, ist m

+

( L ( n )) =

P

d j n

m

+

( Y

d

) zu

•ub erpr • ufen.

Zun• ac hst fassen wir daf • ur in einer T ab elle die W erte der In v arian ten m

x

v on

Y

d

zusammen.

Lemma 2.2.8 Zu d 2 N sei r ( d ) die A nzahl der Primzahlen, die d teilen. Die

Invarianten m

+

, m

�

, m

0

und der R ang von Y

d

er geb en sich aus der folgenden

T ab el le.

m

+

m

�

R ang m

0

I) d = 1 0 0 g ( d ) � 1 0

II) d = 2 1 0 g ( d ) + 1 0

III) d = p unger ade und Prim-

zahl

0 0 g ( d ) + 1

1

2

( g ( d ) + 1)

IV) d = u o der d = 4 u mit un-

ger aden quadr atfr eien u und

2 j r ( d )

1 0 g ( d )

1

2

( g ( d ) � 1)

V) d nicht prim, d = u o der

d = 4 u mit unger aden qua-

dr atfr eien u und 2 j6 r ( d )

0 1 g ( d )

1

2

( g ( d ) � 1)

VI) sonstige d 0 0 g ( d )

1

2

g ( d )

Beweis

Die W erte f • ur m

0

ergeb en sic h aus m

0

=

1

2

(Rang � m

+

� m

�

).

Der F all I ist trivial. Es ist Y

1

= 0. In den F• allen I I und I I I ist Y

p

= h G

p

i und

g ( p ) = ' ( p ) � 1, w oraus die Behauptung eb enfalls folgt.

In den restlic hen F• allen ist Y

d

= Z ( d ). Die Behauptung f • ur den Rang folgt aus

Lemma 2.1.2. Die W erte der In v arian ten m

+

und m

�

folgen aus der Diskussion

des Kreismo duls in Absc hnitt 2.1.2.

qed.

Mit der T ab elle aus Lemma 2.2.8 k• onnen wir den Rang v on L ( n ) b estimmen.

Lemma 2.2.9 Es sei n 2 N und r die A nzahl der Primteiler von n . Dann ist

rg L ( n ) = ' ( n ) + r � 1 : (105)
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Beweis

Die Behauptung folgt, w enn wir die F ormel

' ( n ) =

X

d j n

g ( d ) (106)

zeigen, denn nac h Satz 1.6.14, a ergibt die V ereinigung v on Basen v on Y

d

eine

Basis v on L ( n ), also ist der Rang v on L ( n ) gleic h der Summe der R• ange der

Y

d

, w ob ei d alle T eiler v on n durc hl• auft. Insgesam t ergibt sic h mit (106) und

Lemma 2.2.8 ein Rang v on \ungef• ahr" ' ( n ), n• amlic h als Summe der einzel-

nen g ( d ) mit kleinen Ab w eic h ungen, b edingt durc h die v on g ( d ) v ersc hiedenen

R• ange v on Y

d

, falls d gleic h 1 o der Primzahl ist. Somit ist der Rang v on L ( n )

gleic h ' ( n ) + r � 1, w ob ei r die Anzahl der Prim teiler v on n ist.

Wir zeigen (106) durc h Induktion nac h r . F • ur r = 0 ist g (1) = 1 = ' (1).

Direkt aus der De�nition v on g ( d ) folgen g ( dt ) = g ( d ) g ( t ) falls ( d; t ) = 1 ist

und

�

X

i =0

g ( p

i

) =

�

X

i =1

( ' ( p

i

) � ' ( p

i � 1

)) + ' (1) = ' ( p

�

) (107)

f • ur p Primzahl und � 2 N . Sei n un r > 0. Wir sc hreib en n = tp

�

mit

( t; p

�

) = 1 und p Primzahl. Wir erhalten

X

d j n

g ( d ) =

�

X

i =0

X

d j t

g ( dp

i

) =

�

X

i =0

g ( p

i

)

X

d j t

g ( d ) = ' ( p

�

) ' ( t ) = ' ( n ) :

(108)

qed.

Durc h Aufsummieren der In v arian ten m

+

der einzelnen Y

d

erhalten wir sc hlie�-

lic h Informationen •ub er die Gutartigk eit v on �( n ).

Lemma 2.2.10 Es seien n > 2 und r die A nzahl der Primteiler von n . Dann

ist

m

+

( L ( n )) =

(

2

r � 1

� 1 falls n 6� 2 mo d 4 ;

2

r � 2

falls n � 2 mo d 4 ;

(109)

und

m

�

( L ( n )) =

(

2

r � 1

� r falls n 6� 2 mo d 4 ;

2

r � 2

� ( r � 1) falls n � 2 mo d 4 :

(110)

Beweis

Nac h Lemma 1.2.4 ist m

+

( L ( n )) die F

2

-Dimension der Kohomologiegrupp e

H

0

( � ; L ( n )) und m

�

( L ( n )) die F

2

-Dimension v on H

1

( � ; L ( n )). Mit r

0

= r ,

falls n 6� 2 mo d 4, und r

0

= r � 1 sonst, erhalten wir aus Satz 2.2.6

m

+

( L ( n )) =

(

2

r

0

� 1

� 1 falls n 6� 2 mo d 4 ;

2

r

0

� 1

falls n � 2 mo d 4 ;

(111)

und m

�

( L ( n )) = 2

r

0

� 1

� r

0

.

Ersetzt man r

0

en tsprec hend durc h r , so folgt die Behauptung.

qed.



2.2 Das Kr eissystem 67

Mit den In v arian ten und dem Rang v on L ( n ) k• onnen wir auc h die R• ange v on

L ( n )

+

und L ( n )

�

ausrec hnen.

Lemma 2.2.11 Es seien n > 2 , und r die A nzahl der Primteiler von n . Dann

ist

rg ( L ( n )

+

) =

1

2

' ( n ) + r � 1 und rg ( L ( n )

�

) =

1

2

' ( n ) .

Beweis

Wir leiten den Rang v on L ( n )

+

her. F • ur L ( n )

�

k ann man analog v orgehen.

Aus der F ormel \Rang = 2 m

0

+ m

+

+ m

�

" folgt m

0

+ m

+

=

1

2

(Rang + m

+

� m

�

).

Nac h Lemma 1.2.10, a ist m

0

( L ( n )) + m

+

( L ( n )) der Rang v on L ( n )

+

.

Aus Lemma 2.2.10 lesen wir die W erte f • ur m

+

( L ( n )) und m

�

( L ( n )) ab und er-

halten m

+

( L ( n )) � m

�

( L ( n )) = r � 1. Der Rang v on L ( n ) ist nac h Lemma 2.2.9

gleic h ' ( n ) + r � 1. Dies zusammengenommen gibt die Behauptung f • ur den

Rang v on L ( n )

+

.

qed.

Lemma 2.2.12 Es seien n > 2 und r die A nzahl der Primteiler von n . Dann

ist

X

d j n

m

+

( Y

d

) =

8

>

<

>

:

2

r � 1

� 1 falls n � 1 ; 3 mo d 4 ;

2

r � 1

falls n � 0 mo d 4 ;

2

r � 2

falls n � 2 mo d 4 :

(112)

Beweis

Die W erte v on m

+

( Y

d

) en tnimm t man aus Lemma 2.2.8. Dab ei sieh t man, da�

man n ur die T eiler der F orm d = u o der d = 4 u mit u ungerade und quadratfrei

o der d = 2 b etrac h ten m u�, denn n ur f • ur diese ist m

+

( Y

d

) 6= 0.

Im F all n � 1 ; 3 mo d 4 ist 2

r � 1

die Anzahl der quadratfreien T eiler v on n ,

die eine gerade Anzahl v on Primfaktoren b esitzen. Insb esondere wird dab ei

ab er auc h 1 als T eiler mit gerader Anzahl v on Primfaktoren mitgez• ahlt. Da

m

+

( Y

1

) = 0 ist, ist 1 v on 2

r � 1

abzuziehen.

Im F all n � 0 mo d 4 ist 2

r � 1

die Anzahl der T eiler der F orm n = u o der n = 4 u

mit n ungerade und quadratfrei, die eine geraden Anzahl v on Primfaktoren

b esitzen. Au�erdem m u� b eac h tet w erden, da� m

+

( Y

2

) = 1 ist.

Im F all n � 2 mo d 4 ist die Summe •ub er alle T eiler v on n= 2 zu bilden, w as

analog zu den v orherigen F• allen 2

r � 2

� 1 ergibt, zuz • uglic h 1, dem W ert v on

m

+

( Y

2

).

qed.

Nunmehr k• onnen wir die Gutartigk eit v on �( n ) •ub erpr • ufen.

Satz 2.2.13 Zu n 2 N

1

sei �( n ) das Kr eissystem. Dann gilt:

a) Es ist �( n ) gutartig genau dann, wenn n 6� 0 mo d 4 ist.

b) Ist n � 0 mo d 4 , so ist das ab geleitete Kr eissystem �( n )

(4)

gutartig.
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Beweis

Wir f • uhren den Bew eis direkt durc h Nac h w eis v on (63) in De�nition 1.6.13.

Dab ei folgt T eil a direkt aus dem V ergleic h v on (109) und (112).

Da �( n ) und �( n )

(4)

das gleic he Kom binat L ( n ) hab en, v eri�ziert man die

Gutartigk eit v on �( n )

(4)

mit der Gleic h ung

m

+

( L ( n )) = m

+

( L (4)) +

X

d j n

d 6=1 ; 2 ; 4

m

+

( Y

d

) : (113)

Aus den Lemmata 2.2.8, 2.2.10 und 2.2.12 erh• alt man die en tsprec henden

W erte, und T eil b des Satzes folgt.

qed.

2.2.4 Basen

Die v orangegangene Diskussion der Gutartigk eit des Kreissystems �( n ) erlaubt

es, auf einfac he W eise Basen v on L ( n ), L ( n )

+

und L ( n )

�

anzugeb en, n• amlic h

durc h V ereinigung v on in M

d

leb enden Basen der Mo duln Y

d

= M

d

= hE

d

i

b ezieh ungsw eise der Mo duln ( Y

d

)

+

und ( Y

d

)

�

. Dab ei ist im F all, da� n �

0 mo d 4 ist, zu b eac h ten, da� das abgeleitete M E n -System L ( n )

(4)

b etrac h tet

wird.

Wir erhalten den folgenden Satz:

Satz 2.2.14 Zu n 2 N

1

sei L ( n ) der kombinierte Kr eismo dul, der als Kom-

binat des n -ten Kr eissystems �( n ) := ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j n

entsteht, und zu d j n sei

Y

d

:= M

d

= hE

d

i . Dann gilt:

a) Eine Basis von L ( n ) wir d induziert von der V er einigung von in M

d

leb en-

den Basen der Y

d

•ub er al le T eiler d von n .

b) Es sei x eines der Symb ole � o der + . Dann gilt:

i) Ist n 6� 0 mo d 4 , so wir d eine Basis von L ( n )

x

induziert von der

V er einigung von in M

d

leb enden Basen der ( Y

d

)

x

, wob ei d al le T eiler

von n dur chl• auft.

ii) Ist hinge gen n � 0 mo d 4 , so wir d eine Basis von L ( n )

x

induziert

von der V er einigung von in M

d

leb enden Basen der ( Y

d

)

x

, wob ei d

al le T eiler von n ungleich 2 o der 4 dur chl• auft, ver einigt mit einer

in M

2

� M

4

leb enden Basis von L (4)

x

.

Beweis

Der Satz ist v ollst• andig eine An w endung v on Satz 1.6.14, der die en tsprec hen-

den Aussagen f • ur M E n -Systeme liefert. In T eil b 
ie�en die Ergebnisse aus

Satz 2.2.13 •ub er die Gutartigk eit v on L ( n ) ein.

qed.
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Der gerade b ewiesene Satz 2.2.14 zeigt auf, w as wir an Ausgangsmaterial zur

expliziten Konstruktion v on Basen v on L ( n ), L ( n )

+

und L ( n )

�

b en• otigen:

a) Basen der Y

d

, ( Y

d

)

+

und ( Y

d

)

�

f • ur jeden T eiler d v on n ,

b) im F alle n � 0 mo d 4 zus• atzlic h no c h Basen v on L (4)

+

und L (4)

�

.

zu a)

Die Y

d

sind in (104) de�niert. Ist d k eine Primzahl, so ist Y

d

der Kreismo dul

Z ( d ). F • ur Z ( d ) w erden in Absc hnitt 2.1.2 ausf • uhrlic h Quasinormalbasen und

Normalbasen b erec hnet, die nac h Lemma 1.2.10 Basen v on Z ( d )

+

und Z ( d )

�

induzieren. Dies soll an dieser Stelle nic h t no c h einmal wiederholt w erden.

Im F all, da� d = p eine Primzahl ist, ist nac h (104) Y

p

= h G

p

i . Auf G

p

op eriert

� durc h � a := p � a . Daher induziert f • ur p 6= 2 b eispielsw eise [ H

p

; ; ; ; ] mit

H

p

= f 1 ; : : : ; b p= 2 cg eine Normalbasis v on Y

p

, und en tsprec hend induziert H

p

eine Basis so w ohl v on ( Y

p

)

+

als auc h ( Y

p

)

�

.

W as den F all d = 2 angeh t, so ist Y

2

= h G

2

i , und auf G

2

op eriert � trivial.

Daher induziert [ ; ; G

2

; ; ] eine Normalbasis v on Y

2

. Somit induziert G

2

eine

Basis v on ( Y

2

)

+

, und es ist ( Y

2

)

�

= 0.

zu b)

Wie sc hon an anderen Stellen sc hreib en wir a 2 G

d

als [ d; a ]. Insb esondere

ist G

2

= f [2 ; 1] g und G

4

= f [4 ; 1] ; [4 ; 3] g . Aus dem Beispiel am Ende v on

Kapitel 1 k• onnen wir ablesen, wie das M E n -System �(4) = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d =1 ; 2 ; 4

explizit aussieh t. Insb esondere ist n

4

([4 ; 1] + [4 ; 3]) = � [2 ; 1], und das Kom binat

L (4) ist explizit gegeb en durc h

L (4) = h [4 ; 1] ; [4 ; 3] ; [2 ; 1] i = h [4 ; 1] + [4 ; 3] � [2 ; 1] i : (114)

En t w eder durc h Probieren o der mit Hilfe v on Algorithm us 1.6.6 erh• alt man

b eispielsw eise [ f [4 ; 1] g ; ; ; ; ] als Normalbasis v on L (4), und somit induziert

f [4 ; 1] g gleic herma�en eine Basis v on L (4)

+

wie auc h v on L (4)

�

.

2.3 Der Kreismo dul und die Kreiszahlen

Als eine erste ec h te An w endung des Kreismo duls b etrac h ten wir im folgenden

die Grupp e der Kreiszahlen, das hei�t, die Grupp e, die v on den Elemen ten 1 � �

erzeugt wird, w ob ei � die Einheitswurzeln ungleic h 1 durc hl• auft. Die Kreisein-

heiten, die wir sp• ater b etrac h ten, sind eine Un tergrupp e der Kreiszahlen.

Nac h der De�nition der Kreiszahlen im ersten Absc hnitt stellen wir zw ei grund-

s• atzlic h v ersc hiedene M• oglic hk eiten v or, die Kreiszahlen mit dem Kreismo dul

in V erbindung zu bringen. Einerseits lassen sic h alle Kreiszahlen au�assen

als isomorph zu dem k om binierten Kreismo dul. Das hei�t, man stellt einen

k om binierten Kreismo dul allen Kreiszahlen gegen • ub er, o der man b etrac h tet

andererseits einen Kreismo dul, und stellt ihn als isomorph zu der Grupp e der

Kreiszahlen mo dulo einer geeigneten Un tergrupp e heraus.
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Im folgenden sei zu n 2 N jew eils �

n

eine primitiv e n -te Einheitswurzel. Diese

seien zus• atzlic h so de�niert, da� �

d

= �

n=d

n

f • ur alle d und n mit d j n gilt.

Beispielsw eise k ann �

n

:= e

2 � i

n

gew• ahlt w erden.

2.3.1 De�nition der Kreiszahlen und Eigensc haften

De�nition 2.3.1 Es sei n 2 N

1

, und wir de�nier en die Grupp e D

( n )

der

Kr eiszahlen als die von f 1 � �

a

d

; a 2 G

d

; 1 < d j n g erzeugte multiplikative

Unter grupp e von C

�

mo dulo T orsion, also mo dulo den Einheitswurzeln.

Die Kreiszahlen sind eng v erw andt mit der Grupp e der Kreiseinheiten, die

Gegenstand des dritten Kapitels dieser Arb eit sind. Indem wir Ergebnisse

aus dem dritten Kapitel b en utzen, k• onnen wir den Rang der Grupp e der

Kreiszahlen b erec hnen.

Lemma 2.3.2 Zu n 2 N sei r die A nzahl der Primteiler von n . Dann ist

rg D

( n )

=

1

2

' ( n ) + r � 1 : (115)

Beweis

Es sei C

( n )

die Grupp e der Kreiseinheiten, die de�niert ist als Grupp e der

in Z [ �

n

] in v ertierbaren Elemen te v on D

( n )

. In Lemma 3.1.4, c, wird gezeigt,

da� rg D

( n )

= r + rg C

( n )

ist. Die Grupp e der Kreiseinheiten C

( n )

hat nac h

Lemma 3.1.2 Rang

1

2

' ( n ) � 1.

qed.

2.3.2 Das Kreissystem und die Kreiszahlen

In diesem Absc hnitt k onstruieren wir eine Basis der Grupp e der Kreiszahlen

D

( n )

, indem wir diese Grupp e als isomorph zu L ( n )

+

herausarb eiten, w ob ei

L ( n ) der n -te k om binierte Kreismo dul ist.

Explizit ist L ( n ) gegeb en als direkte Summe v on freien Erzeugnissen der Men-

gen G

d

mit d j n mo dulo gewisser Relationen. Somit wird der Isomorphism us

sinn v ollerw eise durc h seine Wirkung auf die G

d

angegeb en.

Satz 2.3.3 Zu n 2 N

1

sei L ( n ) der n -te kombinierte Kr eismo dul und D

( n )

die Grupp e der Kr eiszahlen. Dann ist

L ( n )

+

�

=

D

( n )

; (116)

wob ei a 2 G

d

f • ur d j n auf 1 � �

a

d

ab gebildet wir d.
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Beweis

Wir zeigen die Exaktheit der Sequenz

0 ! T ! L ( n ) = (1 � � ) L ( n )

�

! D

( n )

! 1 ; (117)

w ob ei T die T orsionsgrupp e v on L ( n ) = (1 � � ) L ( n ) und � die im Satz de�nierte

Abbildung ist, die a 2 G

d

auf 1 � �

a

d

abbildet. Ist dies gezeigt, so folgt auc h

der b ehauptete Isomorphism us, denn nac h Lemma 1.2.10, c, i ist L ( n )

+

gleic h

L ( n ) = (1 � � ) L ( n ) mo dulo T orsion.

L ( n ) ist de�niert als Kom binat des M E n -Systems �( n ) = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j n

mit

M

d

= h G

d

i . Konkret k• onnen wir L ( n ) = N =Q sc hreib en, w ob ei N =

L

d j n

M

d

und Q =

P

d j n

h r + n

d

( r ); r 2 E

d

i ist.

Es ist � aus (117) de�niert auf der disjunkten V ereinigung der Mengen G

d

mit

d j n , und daher auf das freie Erzeugnis N dieser V ereinigung homomorph fort-

setzbar. Wir zeigen, da� � als Abbildung v on L ( n ) = (1 � � ) L ( n ) w ohlde�niert

ist. Da L ( n ) = (1 � � ) L ( n )

�

=

N = ((1 � � ) N + Q ) ist, ist zu zeigen, da� (1 � � ) N

und Q un ter � auf Einheitswurzeln abgebildet w erden.

� F • ur (1 � � ) N folgt dies sofort mit (1 � �

a

d

) = (1 � �

� a

d

) = � �

a

d

.

� Es en tspric h t Q den Relationen, die durc h Relativnormen en tstehen.

Bezeic hnet n• amlic h N

d;p

f • ur p j d die Norm v on Q ( �

d

) nac h Q ( �

d=p

), so gilt

f • ur d 6= p , da�

N

d;p

(1 � �

a

d

) =

Y

c 2 G

d

c � a mo d d=p

(1 � �

c

d

) =

(

(1 � �

a

d=p

) = (1 � �

a

0

d=p

) falls p

2

j6 d ,

1 � �

a

d=p

falls p

2

j d ,

(118)

mit pa

0

� a mo d d=p im F all p

2

j6 d ist. Das folgt aus der P olynomiden-

tit• at

Q

p � 1

� =0

(1 � x�

�

p

) = 1 � x

p

, und zw ar mit x = �

a

0

d=p

im F all p

2

j6 d und

x = �

a

d

im F all p

2

j d .

Eine ausf • uhrlic he Un tersuc h ung der Normrelationen wie in (118) �ndet

sic h b eispielsw eise in [2], Absc hnitt 1.2.5.

Es wird Q erzeugt v on den Mo dulelemen ten s ( d; p; a ) + n

d

( s ( d; p; a )). Die

Zeilensummen s ( d; p; a ) w erden nac h Satz 2.1.3 un ter � auf das Pro dukt

in der Mitte v on (118) abgebildet, und � n

d

( s ( d; p; a )) wird un ter � auf

die rec h te Seite v on (118) abgebildet. Insgesam t wird also Q un ter �

trivial abgebildet.

Es sei zun• ac hst n 6= 1 . Der Rang v on L ( n )

+

wurde in Lemma 2.2.11 b erec h-

net, der Rang v on D

( n )

in Lemma 2.3.2. Wir erhalten rg L ( n )

+

= rg D

( n )

. Es

ist � surjektiv und D

( n )

torsionsfrei. Somit ist k er � in der T at die T orsions-

grupp e v on L ( n ) = (1 � � ) L ( n ) und daher (117) exakt.

F • ur n = 1 zieh t man sic h auf den endlic hen F all zur • uc k.

qed.
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2.3.3 Der Kreismo dul und relativ e Kreiszahlen

In D

( n )

gibt es zw eierlei Sorten v on Ausdr • uc k en der F orm 1 � �

a

n

. Einerseits

gibt es diejenigen mit ( a; n ) = 1, die \ec h t" in D

( n )

liegen. Andererseits gibt

es solc he, die eigen tlic h v on der F orm 1 � �

a

0

d

mit d jj n sind, und daher sc hon in

D

( d )

liegen.

In diesem Absc hnitt b etrac h ten wir n ur die \ec h ten" Kreiszahlen 1 � �

a

n

, indem

wir die D

( d )

mit d jj n aus D

( n )

herausfaktorisieren. Ansc hlie�end zeigen wir,

wie sic h solc he \St • uc k e" v on D

( n )

wieder zusammensetzen lassen zu D

( n )

.

De�nition 2.3.4 Zu n 2 N sei D

( n )

die Grupp e der Kr eiszahlen, und K

( n )

:=

Q

d jj n

D

( d )

. Dann nennen wir

d

D

( n )

:= D

( n )

=K

( n )

die Grupp e der n -ten relativ en

Kreiszahlen .

Die Grupp e der Kreiszahlen ist isomorph zu dem k om binierten Kreismo dul

L ( n )

+

, der sic h aus kleineren St • uc k en zusammensetzt, die partiell durc h T eil-

bark eit geordnet sind. Die relativ en Kreiszahlen sind zu dem \ob ersten" dieser

St • uc k e isomorph. Genau gilt:

Satz 2.3.5 Zu n 2 N sei

d

D

( n )

die Grupp e der n -ten r elativen Kr eiszahlen und

Z ( n ) der n -te Kr eismo dul. Dann gilt

d

D

( n )
�

=

Z ( n )

+

, fal ls n keine Primzahl und n 6= 4 ist,

d

D

( p )
�

=

h G

p

i

+

, fal ls n = p Primzahl ist.

F a�t man Z ( n ) als Mo dul •ub er G

n

mo dulo R elationen auf, so ist der Isomor-

phismus dadur ch ge geb en, da� a 2 G

n

auf 1 � �

a

n

ab gebildet wir d, wob ei �

n

eine

primitive n -te Einheitswurzel ist.

Beweis

Wir sc hreib en L ( n ) als Kom binat des M E n -System �( n ) := ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j n

.

Es ist Y

n

:= M

n

= hE

n

i = Z ( n ), falls n k eine Primzahl ist, und gleic h h G

p

i ,

falls n = p Primzahl ist. Insb esondere ist Y

n

als Zeilenfaktormo dul nac h

Lemma 1.4.5 frei.

Es ist ( Y

n

)

+

�

=

d

D

( n )

zu zeigen.

De�nieren wir N

0

:=

L

d jj n

M

d

und Q

0

:=

P

d jj n

h r + n

d

( r ); r 2 E

d

i , so erhalten

wir das k omm utativ e Diagramm

0 ! ( N

0

=Q

0

)

+

! L ( n )

+

! ( Y

n

)

+

! 0

# # #

0 !

Y

d jj n

D

( d )

! D

( n )

!

d

D

( n )

! 0 :

(119)

Die un tere Sequenz ist nac h De�nition v on

d

D

( n )

exakt, die ob ere Sequenz

ist nac h Bemerkung 1.6.16 eb enfalls exakt, w ob ei wir die Gutartigk eit der
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en tsprec henden Sequenz ohne \+" ausn utzen. Alle senkrec h ten Pfeile sind of-

fensic h tlic h surjektiv. Nac h Satz 2.3.3 ist der mittlere senkrec h te Pfeil ein Iso-

morphism us. Als Einsc hr• ankung dieses Isomorphism us ist der link e Pfeil eb en-

falls ein Isomorphism us. Mit diesen Isomorphismen erhalten wir rg ( Y

n

)

+

=

rg

d

D

( n )

.

Es ist Y

n

torsionsfrei, und daher ist nac h Lemma 1.2.10, a auc h ( Y

n

)

+

tor-

sionsfrei. Da ( Y

n

)

+

und

d

D

( n )

den gleic hen Rang hab en und die Abbildung

( Y

n

)

+

!

d

D

( n )

surjektiv ist, folgt aus der T orsionsfreiheit v on ( Y

n

)

+

der Iso-

morphism us ( Y

n

)

+

�

=

d

D

( n )

.

qed.

Die im Bew eis zu Satz 2.3.5 b ewiesene T orsionsfreiheit v on ( Y

n

)

+

impliziert

durc h den Isomorphism us ( Y

n

)

+

�

=

d

D

( n )

, da�

d

D

( n )

eb enfalls torsionsfrei ist.

Wir halten dies als Korollar fest.

Korollar 2.3.6 Es sei n 6= 4 . Dann ist

d

D

( n )

torsionsfr ei.

Bemerkung 2.3.7 Der F al l n = 4 kommt in Satz 2.3.5 nicht vor und wir d

auch im folgenden nicht b en• otigt. Es sei angemerkt, da� man dir ekt nachr e ch-

nen kann, da�

d

D

(4)

eine zweielementige Grupp e bildet (und daher nicht tor-

sionsfr ei ist).

Insb esondere impliziert Satz 2.3.5 den folgenden Satz, der n ur no c h in der

Sprac he der Kreiszahlen form uliert ist.

Satz 2.3.8 Es sei n 2 N

1

. Zu d 2 N , d 6= 4 , d j n induzier e

c

B

d

� D

( n )

eine

Basis von

d

D

( d )

. Dann gilt

a) Ist n 6� 0 mo d 4 , so ist

S

d j n

c

B

d

eine Basis von D

( n )

.

b) Ist n � 0 mo d 4 , so ist f 1 � �

4

g [

[

d j n

d 6=2 ; 4

c

B

d

eine Basis von D

( n )

.

Beweis

Dieser Satz ist eine 1:1-

•

Ub ertragung der en tsprec henden Situation b ei den

Kreismo duln. Ist n• amlic h �( n ) = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j n

das Kreissystem mit Kom bi-

nat L ( n ), so hab en wir nac h Satz 2.3.3 den Isomorphism us L ( n )

+

�

=

D

( n )

.

Wir w enden Satz 2.2.14 an. In M

d

de�nierte Basen v on ( Y

d

)

+

= ( M

d

= hE

d

i )

+

,

w ob ei Y

d

nac h (104) en t w eder als freies Erzeugnis v on G

p

o der als Kreismo dul

Z ( d ) de�niert ist, en tsprec hen nac h Satz 2.3.5 den Basen

c

B

d

v on

d

D

( n )

, und es

folgt damit T eil a.

In T eil b 
ie�t no c h zus• atzlic h ein, da� die Basis v on L (4)

+

, wie sie im Ansc hlu�

an Satz 2.2.14 k onstruiert wurde der Kreiszahl 1 � �

4

2 D

( n )

en tspric h t.

qed.
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2.4 P-Kreissysteme

P-Kreissysteme en tstehen analog zu den Kreissystemen als ein M E n -System

( M

d

; E

d

; n

d

)

d 2 �

, das sic h aus P-Kreismo duln zusammensetzt. Der w esen tlic he

Un tersc hied zu Kreissystemen b esteh t in der Indexmenge �. Sie b esteh t nic h t

mehr aus allen T eilern einer Zahl n , sondern n ur aus den sogenann ten P-

T eilern, das sind genau diejenigen T eiler v on n mit gcd ( d; n=d ) = 1. Da

vieles b eim P-Kreissystem analog zum Kreissystem l• auft, sind die einzelnen

Absc hnitte so knapp wie m• oglic h gehalten, und teilw eise wird n ur skizziert,

wie die Argumen tation im einzelnen aussieh t.

Der Grund, w arum P-Kreissysteme im Rahmen dieser Arb eit •ub erhaupt b e-

handelt w erden, liegt darin, da� sie den bisher •ublic hen W eg ([2], [5], [8]) zur

Behandlung v on Kreiseinheiten widerspiegeln. Das P-Kreissystem ist aller-

dings in manc her Hinsic h t sc hlec h ter als das Kreissystem. Beispielsw eise sei

hier sc hon erw• ahn t, da� es nic h t m• oglic h ist, ein P-Kreissystem f • ur n =

1 sinn v oll zu de�nieren. Beim Kreissystem k onn te n = 1 praktisc h ohne

zus• atzlic hen Aufw and mit den F• allen n 6= 1 mitb ehandelt w erden. Im letzten

Absc hnitt dieses Kapitels w erden dieser und andere Un tersc hiede ausf • uhrlic h

diskutiert.

Es sei no c h daraufhingewiesen, da� im F all, da� n quadratfrei ist, das P-

Kreissystem mit dem Kreissystem •ub ereinstimm t. Um die sonstigen P aral-

lelen zwisc hen P-Kreissystem und Kreissystem zu dokumen tieren, b en utzen

wir im w esen tlic hen b eim P-Kreissystem die gleic hen Bezeic hn ungen wie b eim

Kreissystem, setzen jedo c h einen Akzen t auf den en tsprec henden Buc hstab en,

w enn das b ezeic hnete Ob jekt sic h b eim P-Kreissystem v om Kreissystem un-

tersc heidet. F olglic h b ezeic hnen wir das P-Kreissystem zu n in Analogie zum

Kreissystem �( n ) mit

�

�( n ).

2.4.1 Der P-Kreismo dul

De�nition 2.4.1 Zu n 2 N de�nier en wir den P-Kr eismo dul

�

Z ( n ) wie folgt:

a) Ist n = q die Potenz einer Primzahl, dann sei

�

Z ( q ) = h G

q

i = h

P

a 2 G

q

[ a ] i .

A uf G

q

(und damit auf

�

Z ( q ) ) op erier e � dur ch � a := q � a .

b) Ist n = q

1

� � � q

r

das Pr o dukt von p aarweise teilerfr emden Primzahlp oten-

zen, so de�nier en wir

�

Z ( n ) :=

�

Z ( q

1

) 
 � � � 


�

Z ( q

r

) . A uf

�

Z ( n ) op erier e �

diagonal.

Wie man sc hon an der De�nition sieh t, w erden b eim P-Kreismo dul im Un-

tersc hied zu Kreismo duln Primzahlp otenzen als \kleinste" Einheiten b ei der

Zerlegung v on n b etrac h tet, und nic h t die Primzahlen.

Lemma 2.4.2 Es sei n = q

1

� � � q

r

2 N in p aarweise teilerfr emde Primzahl-

p otenzen zerle gt. Der R ang von

�

Z ( n ) ist dann gleich

Q

r

i =1

( ' ( q

i

) � 1) .
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Beweis

Bei der T ensorpro duktbildung m ultiplizieren sic h die R• ange. Da der Rang v on

�

Z ( q ) gleic h ' ( q ) � 1 ist, w enn q eine Primzahlp otenz ist, folgt die Behauptung.

qed.

Im folgenden geb en wir no c h an, wie eine Normalbasis b ezieh ungsw eise Quasi-

normalbasis v on

�

Z ( n ) aussieh t. Dab ei ist zun• ac hst anzumerk en, da�

�

Z ( n ) = 0

f • ur n � 2 mo d 4 ist, w as direkt aus

�

Z (2) = 0 folgt. Der F all n 6� 2 mo d 4 v er-

l• auft im w esen tlic hen analog zum ungeraden quadratfreien F all b ei der Kon-

struktion einer Basis v on Z ( n ) in Absc hnitt 2.1.2.

Explizit erhalten wir auf dem folgenden W eg eine Normal- und Quasinormal-

basis v on

�

Z ( n ):

� Ist q 6= 2 die P otenz einer Primzahl, so ist [

�

E

0

q

; ; ], w ob ei

�

E

0

q

de�niert ist

durc h

�

E

0

q

:= f a 2 G

q

; 1 � a < q = 2 g , eine Normalzerlegung v on G

q

.

� Aus der Normalzerlegung erhalten wir eine Normalbasis [

�

F

0

q

; ; ;

�

F

�

q

] v on

�

Z ( q ) mit

�

F

0

q

:= f a 2 G

q

; 1 < a < q = 2 g und

�

F

�

q

:= f

X

1 � a<q = 2

a 2 G

q

[ a ] g .

Eine Quasinormalbasis ist [

�

F

0

q

; ; ; f 1 g ].

� Da

�

Z ( n ) als T ensorpro dukt v on P-Kreismo duln

�

Z ( q ) mit q Primzahl-

p otenz de�niert ist, lassen sic h Normalbasen und Quasinormalbasen v on

�

Z ( n ) wie b ei Kreismo duln in Absc hnitt 2.1.2 k onstruieren. Beispielsw eise

sieh t eine Quasinormalbasis [

�

G

0

;

�

G

+

;

�

G

�

] zu

�

Z ( n ) mit n = q

1

� � � q

r

fol-

genderma�en aus:

�

G

0

:=

S

r

i =1

f (1 ; : : : ; 1 ; a

i

; : : : ; a

r

) 2 G

q

1

� � � � � G

q

r

; 1 < a

i

< q

i

= 2 ;

und 1 � a

j

< q

j

� 1 f • ur j = i + 1 ; : : : ; r g ;

�

G

+

:= f (1 ; : : : ; 1) g , falls r gerade und

�

G

+

:= ; , falls r ungerade,

�

G

�

:= f (1 ; : : : ; 1) g n

�

G

+

.

Normalbasen und Quasinormalbasen f • ur P-Kreismo duln w erden also analog

zu Normalbasen im F all n = u b ezieh ungsw eise n = 4 u b ei Kreismo duln

k onstruiert, w ob ei u ungerade und quadratfrei ist.

Wie den Kreismo dul k• onnen wir den P-Kreismo dul in terpretieren als h G

n

i =

�

R

n

,

w ob ei

�

R

n

eine geeignete Menge v on Relationen ist. Es op eriert � auf G

n

durc h

� a := n � a f • ur a 2 G

n

, und

�

R

n

wird v on Zeilensummen der F orm

�s ( n; q ; a ) =

X

x 2 G

n

x � a mo d ( n=q )

[ x ] (120)

erzeugt, w ob ei a 2 G

n

und q j n eine Primzahlp otenz mit gcd ( q ; n=q ) = 1 ist.
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2.4.2 Das P-Kreissystem

Das P-Kreissystem ist das Analogon zum Kreissystem. Wir v erw enden die

gleic hen Bezeic hn ungen wie f • ur das Kreissystem in Absc hnitt 2.2.1. Zus• atzlic h

de�nieren wir zu n 2 N die Mengen

� T

n

:= f d j n ; gcd ( d; n=d ) = 1 g die Menge der P-T eiler v on n ,

� T

0

n

:= T

n

n f n g , die Menge der ec h ten P-T eiler v on n ,

� P

n

� T

n

als die Menge der P-T eiler v on n , die P otenzen v on Primzahlen

sind.

Dab ei seien T

n

und T

0

n

jew eils durc h T eilbark eit partiell geordnet.

De�nition 2.4.3 Es sei n 2 N . Zu d 2 T

n

sei M

d

:= h G

d

i , und

�

E

d

sei die

Menge al ler Zeilensummen �s ( d; q ; a ) im P-Kr eismo dul

�

Z ( n ) , fal ls d 62 P

n

ist.

F • ur d 2 P

n

sei

�

E

d

le er.

Weiter seien auf den Zeilensummen aus

�

E

d

A bbildungen �n

d

:

�

E

d

!

L

t 2 T

0

n

M

t

dadur ch ge geb en, indem wir der Zeilensumme �s ( d; q ; a ) 2

�

E

d

mit q 2 P

d

das

Element ( p

� 1

� 1)[ a mo d d=q ] 2 M

d=q

zuor dnen, wob ei p die Primzahl ist, die

q teilt.

Unter diesen V or aussetzungen hei�t das M E n -System

�

�( n ) := ( M

d

;

�

E

d

; �n

d

)

d 2 T

n

das n -te P-Kr eissystem.

Genau wie im F all des Kreissystems zeigt man, da�

�

�( n ) k om binierbar ist,

und wir de�nieren f • ur n 2 N den n -ten k om binierten P-Kreismo dul

�

L ( n ) als

Kom binat des n -ten Kreissystems.

Im folgenden zeigen wir, da� der k om binierte Kreismo dul L ( n ) und der k om-

binierte P-Kreismo dul

�

L ( n ) isomorph sind. Da L ( n )

+

seinerseits isomorph zu

der Grupp e der Kreiszahlen ist, erhalten wir damit auc h einen Isomorphism us

zwisc hen

�

L ( n )

+

und der Grupp e der Kreiszahlen.

Satz 2.4.4 Es sei n 2 N . Dann ist der kombinierte P-Kr eismo dul

�

L ( n ) iso-

morph zum kombinierten Kr eismo dul L ( n ) .

Schr eib en wir

�

L ( n ) und L ( n ) als Kombinate von

�

�( n ) = ( M

d

;

�

E

d

; �n

d

)

d 2 T

n

b e-

ziehungsweise �( n ) = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j n

, so ist der Isomorphismus dadur ch ge-

geb en, da� jeweils M

d

als T eil von

�

�( n ) ab gebildet wir d auf M

d

als Bestandteil

von �( n ) .

Beweis

Es sei

�

N :=

L

d 2 T

n

M

d

und  :

�

N ! L ( n ), der Homomorphism us, der die M

d

auf sic h selbst abbildet.

Wir zeigen zun• ac hst, da�  surjektiv ist und ansc hlie�end, da� der Mo dul

�

Q :=

P

d 2 T

n

h r + � n

d

( r ); r 2

�

E

d

i im Kern v on  liegt. Es ist

�

L ( n ) =

�

N =

�

Q , somit

hab en wir einen surjektiv en Homomorphism us v on

�

L ( n ) nac h L ( n ).
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Sc hlie�lic h zeigen wir, da� die R• ange gleic h sind. Da

�

L ( n ) als Kom binat tor-

sionsfrei ist (denn nac h Satz 1.6.14, a l• a�t sic h sogar eine Basis v on

�

L ( n )

k onstruieren), folgt der b ehauptete Isomorphism us.

Im folgenden sei Q :=

P

d j n

h r + n

d

( r ); r 2 E

d

i , so da� L ( n ) = N =Q mit

N :=

L

d j n

M

d

ist.

 ist surjektiv: Es sei t ein T eiler v on n , ab er k ein P-T eiler. Wir zeigen, da�

a 2 G

t

mo dulo Q als Bild v on  v ork omm t. Dazu reic h t es zu zeigen, da�

a mo dulo Q als Erzeugnis v on G

pt

dargestellt w erden k ann, w ob ei p eine

Primzahl ist, die t teilt. Dann folgt n• amlic h induktiv, da� a mo dulo Q

im Erzeugnis v on G

p

1

��� p

s

t

liegt, w ob ei die p

i

nic h t not w endig v ersc hiedene

Primzahlen sind, die t teilen. F • ur geeignete p

1

, . . . , p

s

ist p

1

� � � p

s

t 2 T

n

.

Da� a mo dulo Q v on G

pt

erzeugt wird, folgt direkt, da s ( pt; p; a ) � [ a ] 2 Q

ist, und s ( pt; p; a ) eine Summe v on Elemen ten aus G

pt

ist.

�

Q � k er  : Es wird

�

Q erzeugt v on Elemen ten der F orm

�s ( d; q ; a ) + ( p

� 1

� 1)[ a mo d d=q ] ; (121)

mit d 2 T

n

, q = p

�

2 P

n

und a 2 G

d

. Es ist zu zeigen, da� die Ausdr • uc k e

aus (121) mo dulo Q v ersc h winden.

Wir sc hreib en dazu d = q t , und es sei a 2 G

d

. Zun• ac hst gilt

� ( p

� 1

� 1)[ a mo d t ] � s ( pt; p; a ) mo d Q; (122)

und wir zeigen •ub er v ollst• andige Induktion nac h � , da�

�s ( p

�

t; p

�

; a ) � s ( pt; p; a ) mo d Q (123)

ist. F • ur � = 1 ist s = �s und daher nic h ts zu zeigen. Ist � � 2 so erhalten

wir aus der De�nition der Zeilensummen s und �s gem• a� (86) und (120):

�s ( p

�

t; p

�

; a ) =

X

x 2 G

p

�

t

x � a mo d t

[ x ] =

X

x 2 G

p

� � 1

t

x � a mo d t

X

y 2 G

p

�

t

y � x mo d p

� � 1

t

[ y ]

=

X

x 2 G

p

� � 1

t

x � a mo d t

s ( p

�

t; p; x )

�

X

x 2 G

p

� � 1

t

x � a mo d t

[ x ] mo d Q

= �s ( p

� � 1

t; p

� � 1

; a ) � s ( pt; p; a ) mo d Q:

(124)

Aus (122) und (123) folgt �s ( tq ; q ; a ) + ( p

� 1

� 1)[ a mo d t ] 2 Q , w as zu

zeigen w ar.

rg

�

L ( n ) = rg L ( n ): Zu d = p

�

1

1

� � � p

�

s

s

de�nieren wir �g ( d ) :=

Q

s

i =1

( ' ( p

�

i

i

) � 1).

F • ur diese F unktion gilt, wie man durc h Induktion nac h der Anzahl der
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Prim teiler v on n nac hrec hnet,

P

d 2 T

n

�g ( d ) = ' ( n ). Setzen wir

�

Y

d

:=

M

d

= h

�

E

d

i , so ist nac h De�nition 2.4.3 in Analogie zu (104)

�

Y

d

=

8

>

<

>

:

0 falls d = 1,

h G

d

i falls d P otenz einer Primzahl,

�

Z ( d ) sonst.

(125)

Der Rang v on h G

d

i ist ' ( d ), der Rang v on

�

Z ( d ) ist das Pro dukt der

R• ange v on

�

Z ( q ) mit q 2 P

d

. Wir erhalten also

rg

�

Y

d

=

8

>

<

>

:

�g ( d ) � 1 falls d = 1,

�g ( d ) + 1 falls d P otenz einer Primzahl,

�g ( d ) sonst.

(126)

In Analogie zum Bew eis v on Lemma 2.2.9 ist der Rang v on

�

L ( n ) die

Summe •ub er die R• ange v on

�

Y

d

, w ob ei d alle P-T eiler v on n durc hl• auft.

Somit erhalten wir gem• a� der Summenformel f • ur �g ( d )

rg

�

L ( n ) = ' ( n ) + r � 1 = rg L ( n ) ; (127)

w ob ei r die Anzahl der n teilenden v ersc hiedenen Primzahlen ist.

qed.

Der Isomorphism us zwisc hen L ( n ) und

�

L ( n ) impliziert insb esondere die Gleic h-

heit der In v arian ten m

+

der b eiden Mo duln, das hei�t, es gilt m

+

( L ( n )) =

m

+

(

�

L ( n )). Eb enfalls b ek ann t sind die In v arian ten m

+

der einzelnen

�

Y

d

. F • ur

d = q 2 P

n

ist m

+

(

�

Y

q

) = 0 (falls q 6= 2). Sonst ist

�

Y

d

ein P-Kreismo dul, f • ur

den in Absc hnitt 2.4.1 b ereits Normalbasen k onstruiert sind, w oraus sic h die

In v arian ten ablesen lassen. Wie b eim Kreissystem l• a�t sic h dann direkt durc h

Aufsummieren die Gutartigk eit v on

�

�( n ) nac h w eisen.

Mit der Gutartigk eit erhalten wir in Analogie zu Satz 2.2.14 den folgenden

Satz •ub er die Konstruktion v on Basen v on

�

L ( n ),

�

L ( n )

+

und

�

L ( n )

�

. Dab ei ist

im Gegensatz zur Situation f • ur L ( n ) die Un tersc heidung zwisc hen n � 0 mo d 4

und n 6� 0 mo d 4 nic h t not w endig.

Satz 2.4.5 Zu n 2 N sei

�

L ( n ) der kombinierte P-Kr eismo dul, der als Kombi-

nat des n -ten P-Kr eissystems

�

�( n ) = ( M

d

;

�

E

d

; �n

d

)

d 2 T

n

entsteht, und zu d 2 T

n

sei

�

Y

d

:= M

d

= h

�

E

d

i . Dann erh• alt man Basen von

�

L ( n ) ,

�

L ( n )

+

und

�

L ( n )

�

dur ch

V er einigung von in M

d

leb enden Basen von

�

Y

d

,

�

( Y

d

)

+

b eziehungsweise

�

( Y

d

)

�

,

wob ei d al le P-T eiler von n dur chl• auft.

Durc h den Isomorphism us zu L ( n )

+

ist

�

L ( n )

+

auc h isomorph zu der Grupp e

der Kreiszahlen D

( n )

. Ohne das n• aher zu erl• autern sei angemerkt, da� sic h wie

in Absc hnitt 2.3.3 auc h P-relativ e Kreiszahlen de�nieren lassen, indem man

statt aller T eiler wieder n ur P-T eiler v erw endet. V on diesen l• a�t sic h dann
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zeigen, da� sie im w esen tlic hen isomorph zu den P-Kreismo duln sind. Wir

f • uhren das hier nic h t n• aher aus, w eil wir im folgenden Absc hnitt herausar-

b eiten, da� das P-Kreissystem systematisc he Nac h teile b ei der Konstruktion

v on Basen v on Kreiszahlen hat, und es daher sinn v oll ist, dazu auf das Kreis-

system zur • uc kzugreifen, und das P-Kreissystem nic h t w eiter zu v erfolgen.

2.4.3 Der P-Kreismo dul im direkten V ergleic h

Wie hab en n un festgestellt, da� sic h die Kreiszahlen so w ohl als k om binierter

Kreismo dul als auc h als k om binierter P-Kreismo dul in terpretieren lassen.

Wir zeigen zun• ac hst an einem Beispiel, wie der Un tersc hied zwisc hen

�

L ( n ) und

L ( n ) zu v erstehen ist, und diskutieren ansc hlie�end die V or- und Nac h teile v on

�

L ( n ) gegen • ub er L ( n ).

Im folgenden b ezeic hnen wir die Elemen te aus a 2 G

d

wieder mit [ d; a ].

Beispiel

Es sei n = 45. Die T eiler v on n sind 1 ; 3 ; 5 ; 9 ; 15 und 45. Die P-T eiler sind

1 ; 9 ; 5 und 45. Wir k• onnen dann die Grupp e der Kreiszahlen D

(45)

einerseits

als Kreismo dul L (45) in terpretieren, andererseits als P-Kreismo dul

�

L ( n ). Wie

wird n un b eispielsw eise 1 � �

15

2 D

(45)

durc h Basiselemen te dargestellt?

In terpretieren wir D

(45)

als Kreismo dul L (45), so en tspric h t die Kreiszahl 1 � �

15

dem Elemen t [15 ; 1] 2 G

15

.

Im F alle v on L (15) k ann en t w eder [15 ; 1] sc hon T eil einer Basis sein, o der ab er

man sc hreibt [15 ; 1] mo dulo Zeilensummen als eine Summe v on Basiselemen ten

[15 ; � ]. Dab ei treten ev en tuell (b edingt durc h die st• orenden Abbildungen n

15

)

Elemen te [5 ; � ] und [3 ; � ] auf. Insb esondere f• allt auf, da� es v• ollig ausreic h t in

L (15) statt in L (45) zu arb eiten.

In terpretieren wir die Grupp e der Kreiszahlen als P-Kreismo dul

�

L (45), so ist

1 � �

15

gar nic h t direkt als Bild der Abbildung

�

L (45)

+

! D

(45)

v erf • ugbar.

Orien tiert man sic h am Bew eis zu Satz 2.4.4, so erh• alt man eine Darstellung

v on 1 � �

15

als Summe v on Elemen ten der F orm [45 ; � ] 2 G

45

. Stellt man diese

Summe wiederum durc h Basiselemen te dar, k ommen ev en tuell solc he der F orm

[9 ; � ] o der [5 ; � ] hinzu.

Sc hematisc h sieh t die Situation so aus:

�

�	

�

�	

@

@R

@

@R

@

@R

�

�	

@

@

@

@

@

@R@

@I

@

@I

9

5

45

9

3 5

15

3

15

45L ( n ) :

�

L ( n ) :

Dab ei gibt die Pfeilric h tung d ! t an, da� b ei der Darstellung eines Elemen tes

[ d; � ] durc h Basiselemen te in der Basisdarstellung Elemen te [ t; � ] v ork ommen

k• onnen. Hier sieh t man ansc haulic h den V orteil v on L ( n ): Die Pfeile laufen

alle in eine Ric h tung, das Diagramm f • ur n = 15 ist als Sub diagramm en thalten,
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und es ist b eispielsw eise zu einem Diagramm f • ur n = 135 erw eiterbar.

T rotzdem wurden bisher in [2], [5] und [8 ] f • ur die Konstruktion v on Basen v on

Kreiseinheiten Konstruktionen •ub er P-T eiler v erw endet. Dies ist im w esen t-

lic hen auf zw ei Gr • unde zur • uc kzuf • uhren.

� Im F all, da� n = p

�

die P otenz einer Primzahl ist, ist

�

L ( p

�

) nac h De-

�nition 2.4.3 einfac h gleic h h G

p

�

i . Im Gegensatz dazu wird L ( p

�

) in

De�nition 2.2.1 aus mehreren Mo duln Y

p

� = M

p

� = hE

p

� i mit 1 � � � �

zusammengesetzt, w ob ei Y

p

= h G

p

i und Y

p

�
= Z ( p

�

) f • ur � > 1 ist.

� Konstruiert man aus der Menge aller Erzeuger 1 � �

a

d

eine Basis durc h

sukzessiv es En tfernen v on Elemen ten, so ist der Sc hritt, die Erzeuger,

b ei denen d k ein P-T eiler ist, zu en tfernen, elemen tar. (Er en tspric h t

dem Bew eis der Surjektivit• at v on  im Bew eis zu Satz 2.4.4.) Man k ann

dann ansc hlie�end mit einer kleineren Menge v on Erzeugern rec hnen.

Die folgenden

•

Ub erlegungen sprec hen jedo c h gegen

�

L ( n ) und f • ur die V erw en-

dung v on L ( n ).

�

�

L ( n ) v erwisc h t die hierarc hisc he Ordn ung, die f • ur d j n die Struktur v on

L ( d ) als T eilstruktur v on L ( n ) iden ti�zierbar mac h t.

� Ein Analogon zu L ( 1 ), das hei�t, zur Konstruktion einer Basis al ler

Kreiszahlen, wie sie in Satz 2.3.8 b esc hrieb en ist, existiert nic h t.

� Au�erdem suggeriert die In terpretation v on Kreiseinheiten als k om bi-

nierter P-Kreismo dul

�

L ( n ) f• alsc hlic herw eise, da� die Normrelationen in-

nerhalb der Kreiszahlen v on zw eierlei Natur sind, n• amlic h Relationen,

die das Problem auf die Betrac h tung v on P-T eilern zur • uc kf • uhren, und

solc he, die in

�

L ( n ) b estehen. In Wirklic hk eit sind ab er alle Relationen

v on der F orm Zeilensumme + n

d

(Zeilensumme).

Aus diesen Gr • unden wird im Rest der Arb eit, das hei�t, b ei der Bestimm ung

der Basis v on Kreiseinheiten etc. nic h t mehr mit

�

L ( n ), sondern mit L ( n ) gear-

b eitet w erden.
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3 Kreiseinheiten

Es sei �

n

eine n -te Einheitswurzel. Die Grupp e der Kreiszahlen D

( n )

ist nac h

Kapitel 2.3 de�niert als die v on den Zahlen 1 � �

a

n

mit a 2 Z und a 6� 0 mo d n

erzeugte Grupp e mo dulo Einheitswurzeln. Als die Grupp e der Kreiseinheiten

C

( n )

wird die Un tergrupp e der Kreiszahlen b ezeic hnet, die aus Einheiten der

Maximalordn ung Z [ �

n

] v on Q ( �

n

) b esteh t.

W• ahrend im F all, da� n k eine Primzahlp otenz ist, b ereits 1 � �

n

eine Einheit

in Z [ �

n

] ist, wird die Einheitengrupp e im F all, da� n = q Primzahlp otenz ist,

v on Elemen ten der F orm (1 � �

a

q

) = (1 � �

q

) erzeugt (siehe Absc hnitt 1.3 in [2]).

Ziel dieses Kapitels ist die explizite Konstruktion einer Basis v on C

( n )

f • ur

n 2 N [ f1g . Dazu un tersuc hen wir zur V orb ereitung im ersten Absc hnitt

den Zusammenhang zwisc hen Kreiseinheiten und Kreiszahlen. Im zw eiten Ab-

sc hnitt wird dann das Problem der Konstruktion einer Basis dadurc h gel• ost,

indem wir einerseits zeigen, da� wir eine Basis der Grupp e der Kreiseinheiten

durc h V ereinigung v on Basen v on relativ en Kreiseinheiten erhalten und ande-

rerseits v on relativ en Kreiszahlen auf relativ e Kreiseinheiten sc hlie�en.

Da wir nic h t n ur an einer prinzipiellen V orgehensw eise, sondern an einer ex-

pliziten Konstruktion einer Basis in teressiert sind, b esc hreib en wir im an-

sc hlie�enden dritten Absc hnitt ausf • uhrlic h den W eg v on Normalzerlegungen

v on Mengen •ub er Quasinormalbasen v on Kreismo duln bis hin zu einer Basis

der Grupp e der Kreiseinheiten. Dieser Absc hnitt wird abgerundet durc h ein

Beispiel f • ur n = 45.

Sc hlie�lic h gehen wir im letzten Absc hnitt dieses Kapitels kurz auf die Rela-

tionen ein, die zwisc hen den Erzeugern der Kreiseinheiten b estehen.

3.1 Kreiszahlen und Kreiseinheiten

Wir f • uhren im folgenden die Kreiseinheiten als Un tergrupp e der Kreiszahlen

ein. Das soll jedo c h nic h t dar • ub er hin w egt• ausc hen, da� die eigen tlic h wic h tige

Grupp e die der Kreiseinheiten ist, da sie als Un tergrupp e v on endlic hem In-

dex der Einheitengrupp e der Maximalordn ung v on Q ( �

n

) eigenst• andige Be-

deutung in der algebraisc hen Zahlen theorie hat. Die Kreiszahlen sind \n ur"

ein Hilfsmittel im Rahmen dieser Arb eit, um Ergebnisse •ub er Kreiseinheiten

herzuleiten.

De�nition 3.1.1 Es sei n 2 N , und es b ezeichne U Z [ �

n

] die Einheitengrupp e

von Z [ �

n

] mo dulo T orsion. Ist D

( n )

die Grupp e der n -ten Kr eiszahlen, dann

de�nier en wir C

( n )

:= D

( n )

\ U Z [ �

n

] als die Grupp e der n -ten Kreiseinheiten .

Die Kreiseinheiten sind also genau die Kreiszahlen, die in Z [ �

n

] in v ertierbar

sind. Das b edeutet, da� sic h die Kreiseinheiten auc h c harakterisieren lassen als

Kreiszahlen mit Absolutnorm � 1, w as in den folgenden Bew eisen des •ofteren

b en utzt wird.
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In [11 ] k onstruiert Ramac handra

1

2

' ( n ) � 1 unabh• angige Einheiten aus C

( n )

,

deren Erzeugnis endlic hen Index in C

( n )

hat. In der T at gilt:

Lemma 3.1.2 Es sei n > 2 . Dann ist rg C

( n )

=

1

2

' ( n ) � 1 .

Beweis

In [15] wird gezeigt, da� C

( n )

endlic hen Index in U Z [ �

n

] hat. Nac h dem Diric h-

letsc hen Einheitensatz (siehe b eispielsw eise [17 ], Prop osition 7-6-1) hat U Z [ �

n

]

den Rang

1

2

' ( n ) � 1.

qed.

Die Kreiszahlen D

( n )

sind v ersc hieden v on den Kreiseinheiten C

( n )

. Beispiels-

w eise ist 1 � �

q

2 D

( q )

, jedo c h nic h t in C

( q )

, w enn q eine P otenz einer Primzahl

ist. Ein Erzeugendensystem v on C

( n )

gibt das folgende Lemma an.

Lemma 3.1.3 Es sei n 2 N . Dann wir d C

( n )

von den Elementen

1 � �

a

q

1 � �

q

mit q j n und q ist Primzahlp otenz, a 2 G

q

, und

1 � �

a

d

wob ei 1 < d j n und d 2 N keine Primzahlp otenz ist, a 2 G

d

erzeugt.

Beweis

Einen Bew eis dazu �ndet man b eispielsw eise in [2] auf Seite 25.

qed.

Die n• ac hsten b eiden Lemmata b esc hreib en genau den Zusammenhang zwi-

sc hen Kreiseinheiten und Kreiszahlen. Im folgenden sei

n = q

1

� � � q

r

= p

�

1

1

� � � p

�

r

r

(128)

mit q

i

= p

�

i

i

f • ur i = 1 ; : : : ; r die eindeutige Zerlegung v on n in ein Pro dukt v on

Primzahlp otenzen. Dann ist P

n

= f q

1

; : : : ; q

r

g .

Lemma 3.1.4 Zu n 2 N seien E ein b eliebiges Erzeugendensystem der Grup-

p e der Kr eiseinheiten C

( n )

und r = j P

n

j die A nzahl der Primteiler von n . Dann

gilt:

a) Die Grupp e D

( n )

der Kr eiszahlen wir d erzeugt dur ch E [

S

q 2 P

n

f 1 � �

q

g .

b) Die Elemente 1 � �

q

mit q 2 P

n

sind voneinander und von E line ar

unabh• angig.

c) rg D

( n )

= rg C

( n )

+ r .
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Beweis

F • ur T eil a reic h t es, die Behauptung f • ur ein festes Erzeugendensystem E

0

zu

zeigen, da E

0

seinerseits im Erzeugnis v on E liegt. Wir w• ahlen E

0

als das

Erzeugendensystem aus Lemma 3.1.3.

Es reic h t nac h Lemma 3.1.3 ferner zu zeigen, da� f • ur alle p = p

i

und � < � :=

�

i

die Kreiszahl 1 � �

p

� v on 1 � �

q

f • ur q = p

�

und E

0

erzeugt wird, denn dann

folgt aus

1 � �

a

p

�

=

1 � �

a

p

�

1 � �

p

�

| {z }

2 C

( n )

(1 � �

p

�
) ; (129)

da� auc h 1 � �

a

p

�

f • ur alle a 2 G

p

� erzeugt wird, und damit alle Erzeugenden

v on D

( n )

erzeugt w erden.

Da� 1 � �

p

�
erzeugt wird, folgt durc h Induktion, indem man die Normrelation

Y

b 2 G

q

b � 1 mo d q =p

(1 � �

b

q

) = 1 � �

q =p

(130)

f • ur p 6= q ausn utzt, die ein Sp ezialfall der Normrelation in (118) ist. Damit ist

T eil a b ewiesen.

Ist u 2 h E i = C

( n )

, so erhalten wir aus einer Relation 1 = u

Q

r

i =1

(1 � �

q

i

)

b

i

mit b

i

2 Z durc h Norm bildung v on Q ( �

n

) nac h Q , da� 1 =

Q

r

i =1

p

b

i

k

i

i

mit

k

i

= ' ( n ) =' ( q

i

) 6= 0 ist. Also ist b

i

= 0 f • ur alle i 2 f 1 ; : : : ; r g , und es folgt T eil

b.

T eil c ergibt sic h durc h An w endung v on a und b, indem wir den F all b etrac h ten,

da� E sogar Basis ist.

qed.

Den Sc hl • ussel zur Konstruktion einer Basis v on C

( n )

aus einer Basis v on D

( n )

liefert die Umk ehrung v on T eil a in V erbindung mit T eil b in Lemma 3.1.4, die

wir im folgenden gleic h f • ur Basen form ulieren.

Lemma 3.1.5 Es seien n 2 N und B � C

( n )

. Ist B [

S

q 2 P

n

f 1 � �

q

g eine

Basis von D

( n )

, so ist b er eits B eine Basis von C

( n )

.

Beweis

Nat • urlic h ist B auc h in C

( n )

linear unabh• angig, es bleibt zu zeigen, da� B ein

Erzeugendensystem v on C

( n )

ist. Dies gesc hieh t wie im Bew eis v on T eil b in

Lemma 3.1.4: Da B Basis v on D

( n )

ist, l• a�t sic h u 2 C

( n )

sic her sc hreib en als

u = v

Q

r

i =1

(1 � �

q

i

)

b

i

mit v 2 h B i und b

i

2 Z . Norm bildung zeigt b

i

= 0 f • ur

alle i = 1 ; : : : ; r .

qed.

3.2 Relativ e Kreiseinheiten und relativ e Kreiszahlen

Wir k onstruieren im folgenden Basen der Kreiseinheiten C

( n )

. Dies gesc hieh t

dadurc h, da� wir wie b ei den Kreiszahlen analog zu De�nition 2.3.4 relativ e
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Kreiseinheiten

d

C

( n )

einf • uhren, und mit Hilfe des en tsprec henden Ergebnisses

•ub er Kreiszahlen zeigen, da� die V ereinigung v on in C

( n )

leb enden Basen v on

d

C

( d )

f • ur d j n eine Basis v on C

( n )

ergibt.

De�nition 3.2.1 Zu n 2 N sei C

( n )

die Grupp e der Kr eiseinheiten, und

L

( n )

:=

Q

d jj n

C

( d )

. Dann b ezeichnen wir mit

d

C

( n )

:= C

( n )

=L

( n )

die Grupp e

der n -ten relativ en Kreiseinheiten .

Wir geb en zun• ac hst an, wie die relativ en Kreiszahlen

d

D

( n )

mit den relativ en

Kreiseinheiten zusammenh• angen. Dazu sc hreib en wir

d

D

( n )

:= D

( n )

=K

( n )

mit

K

( n )

=

Q

d jj n

D

( d )

und de�nieren (in Analogie zu (35) in Absc hnitt 1.5 •ub er

Di�erenzenmo duln, w ob ei die Negation dort der Division hier en tspric h t)

�

d

D

( n )

:= h

1 � �

a

n

1 � �

n

K

( n )

; a 2 G

n

i : (131)

Eine Basis v on �

d

D

( n )

l• a�t sic h mit Hilfe der in Absc hnitt 1.5 en t wic k elten

Metho den und der Isomorphismen aus Satz 2.3.5 k onstruieren. Wir geb en

diese Konstruktion sp• ater explizit an. Zun• ac hst gehen wir ab er auf den Zusam-

menhang zwisc hen relativ en Kreiseinheiten und relativ en Kreiszahlen ein.

Satz 3.2.2 Zu n 2 N b ezeichne

d

C

( n )

die r elativen Kr eiseinheiten und

d

D

( n )

die

r elativen Kr eiszahlen.

a) Ist n keine Primzahlp otenz, so gilt

d

C

( n )

�

=

d

D

( n )

.

b) Ist n = q eine Primzahlp otenz, so ist

d

C

( q )
�

=

�

d

D

( q )

.

Ist L

( n )

=

Q

d jj n

C

( d )

und K

( n )

=

Q

d jj n

D

( d )

, dann ist der Isomorphismus

dadur ch ge geb en, da� uL

( n )

auf uK

( n )

f • ur u 2 C

( n )

ab gebildet wir d.

Beweis

Es ist

d

C

( n )

rein formal k eine Un tergrupp e v on

d

D

( n )

. Mit einer •ahnlic hen Norm-

bildung wie im Bew eis v on Lemma 3.1.4 zeigt man C

( n )

\ K

( n )

= L

( n )

und

erh• alt

d

C

( n )
�

=

C

( n )

K

( n )

=K

( n )

�

d

D

( n )

: (132)

Somit ergibt sic h eine Ein b ettung  :

d

C

( n )

, !

d

D

( n )

.

Mit Lemma 3.1.3 erh• alt man aus dem Erzeugendensystem v on C

( n )

ein Erzeu-

gendensystem v on

d

C

( n )

, und zw ar

f

1 � �

a

q

1 � �

q

; a 2 G

q

g falls n = q die P otenz einer Primzahl ist,

f 1 � �

a

n

; a 2 G

n

g sonst :

(133)
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Ein Erzeugendensystem v on

d

D

( n )

wird o�ensic h tlic h induziert durc h

f 1 � �

a

n

; a 2 G

n

g : (134)

Gem• a� (131) induziert

f

1 � �

a

n

1 � �

n

; a 2 G

n

g (135)

eine Erzeugendensystem v on �

d

D

( n )

. Durc h V ergleic h v on (133) mit (134) in

T eil a und (135) in T eil b folgt, da�  surjektiv ist, also Isomorphism us.

qed.

Basen f • ur

d

C

( n )

lassen sic h also direkt aus Basen v on

d

D

( n )

b ezieh ungsw eise

�

d

D

( n )

ableiten. Eine Basis v on C

( n )

erh• alt man durc h V ereinigung v on Basen

v on

d

C

( d )

mit d j n . Genauer gilt der folgende Satz:

Satz 3.2.3 Es sei n 2 N . Zu d j n induzier e

c

B

d

� C

( n )

eine Basis von

d

C

( d )

.

Dann ist B

n

:=

S

d j n

c

B

d

eine Basis von C

( n )

.

Beweis

Es sei zun• ac hst p eine Primzahl und � > 0. Ist L

( n )

:=

Q

d jj n

C

( d )

, so ist, da

C

( p

� � 1

)

= L

( p

�

)

ist, die Sequenz

1 ! C

( p

� � 1

)

! C

( p

�

)

!

d

C

( p

�

)

! 1 (136)

exakt. Die Grupp e

d

C

( p

�

)

ist torsionsfrei, da sie nac h Satz 3.2.2 isomorph

zu einer Un tergrupp e der Grupp e der relativ en Kreiszahlen

d

D

( p

�

)

ist, die f • ur

p

�

6= 4 nac h Korollar 2.3.6 torsionsfrei ist, und man rec hnet direkt aus der

De�nition der Kreiseinheiten nac h, da�

d

C

(4)

= 1, also trivialerw eise torsionsfrei

ist.

Mit Lemma 1.6.2 (die additiv gesc hrieb enen Z -Mo duln dort en tsprec hen m ul-

tiplik ativ gesc hrieb enen ab elsc hen Grupp en hier) folgt Satz 3.2.3 f • ur n = p

�

.

F • ur q := p

�

ist also B

q

:=

S

�

i =1

d

B

p

i
eine Basis v on C

( q )

. Aus Lemma 3.1.4 folgt

damit, da� G

q

:= f 1 � �

q

g [ B

q

eine Basis v on D

( q )

ist.

Sei n un n = q

1

� � � q

r

= p

�

1

1

� � � p

�

r

r

das Pro dukt paarw eise teilerfremder Prim-

zahlp otenzen, und es sei �

n

die Menge aller T eiler v on n , die k eine P otenzen

v on Primzahlen sind.

Da nac h Satz 3.2.2

d

C

( d )
�

=

d

D

( d )

f • ur d 2 �

n

gilt, existieren nac h Satz 2.3.8

c

F

d

� D

( n )

mit den folgenden Eigensc haften:

a) F

n

:=

S

d j n

c

F

d

ist eine Basis v on D

( n )

,

b) F

q

i

:=

S

d j q

i

c

F

d

ist eine Basis v on D

( q

i

)

f • ur i = 1 ; : : : ; r ,

c)

c

F

d

=

c

B

d

f • ur d 2 �

n

.
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Die Eigensc haft c zeigt, da�

S

r

i =1

F

q

i

[

S

d 2 �

n

c

B

d

gleic h F

n

, und damit nac h a

Basis v on D

( n )

ist. Wir hab en b ereits gezeigt, da� G

q

i

= f 1 � �

q

i

g [

S

�

i

j =1

d

B

p

j

i

eine Basis v on D

( q

i

)

ist. Nac h Eigensc haft b, k• onnen wir die F

q

i

durc h die G

q

i

austausc hen und erhalten, da�

r

[

i =1

G

q

i

[

[

d 2 �

n

c

B

d

=

r

[

i =1

f 1 � �

q

i

g [

[

d j n

c

B

d

=

r

[

i =1

f 1 � �

q

i

g [ B

n

(137)

eine Basis v on D

( n )

ist. Mit Lemma 3.1.5 folgt, da� B

n

Basis v on C

( n )

ist, also

die Behauptung.

qed.

Bemerkung 3.2.4 A nders, als b ei dem analo gen Satz 2.3.8 f • ur Kr eiszahlen,

ist hier eine Unterscheidung der F• al le n � 0 mo d 4 und n 6� 4 mo d 0 nicht

notwendig, da

d

C

(4)

und

d

C

(2)

im Ge gensatz zu

d

D

(4)

und

d

D

(2)

trivial sind, und

daher in je dem F al l keinen Beitr ag zu einer Basis von C

( n )

liefern.

Bisher hab en wir n ur n 2 N b etrac h tet. Wie b ei den Kreiszahlen k ann man

auc h n = 1 zulassen.

Korollar 3.2.5 Es sei C

( 1 )

:=

S

d 2 N

C

( d )

und

c

B

d

eine in C

( 1 )

leb ende Basis

von

d

C

( d )

. Dann ist B

( 1 )

:=

S

d 2 N

c

B

d

eine Basis von C

( 1 )

.

Beweis

Da jedes u 2 C

( 1 )

in w enigstens einem der C

( n )

mit n 2 N liegt, k ann man

sic h zum Bew eis der linearen Unabh• angigk eit und zum Bew eis, da� B

( 1 )

ein

Erzeugendensystem ist, auf endlic he St • uc k e zur • uc kziehen.

qed.

3.3 Eine Basis der Kreiseinheiten

Im v orangegangenen Absc hnitt wurde das Problem der Konstruktion einer

Basis der Grupp e der Kreiseinheiten C

( n )

im Prinzip gel• ost. Wir b esc hreib en

im folgenden als Zusammenfassung der bisherigen Arb eit explizit, wie wir eine

Basis v on C

( n )

mit den bisher en t wic k elten S• atzen und Metho den erhalten.

Wir gliedern zun• ac hst den W eg zu einer Basis v on C

( n )

in drei Sc hritte (A),

(B) und (C) auf, die wir ansc hlie�end im einzelnen erl• autern.

Basen v on C

( n )

(A) "

Basen v on

d

C

( d )

f • ur d j n

(B) "

Quasinormalbasen v on Kreismo duln Z ( d )

(C) "

Normalzerlegungen elemen tarer Mengen
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zu(A): Die Metho de eine Basis der Kreiseinheiten C

( n )

aus Basen der

d

C

( d )

f • ur

d j n zu k onstruieren, ist nac h Satz 3.2.3 denkbar einfac h. In C

( n )

leb ende

Basen v on

d

C

( d )

sind zu v ereinigen.

W eitaus k omplexer ist der Aufw and zum Bew eis v on Satz 3.2.3. Dab ei

wird zun• ac hst das en tsprec hende Ergebnis f • ur die Grupp e der Kreiszahlen

in Satz 2.3.8 form uliert. Um diesen Satz zu b ew eisen, w erden die rela-

tiv en Kreiszahlen mit Hilfe v on Satz 2.3.5 mit den Kreismo duln Z ( d ) f • ur

d j n in V erbindung gebrac h t, die aufgefa�t als Mo duln M

d

= hE

d

i , w ob ei

M

d

das freie Erzeugnis v on G

d

und E

d

die Menge der Zeilensummen ist,

zu dem Kreissystem �( n ) zusammengesetzt w erden (De�nition 2.2.1).

Die M• oglic hk eit, Basen eines Mo duls aus der V ereinigung v on Basen

geeigneter \St • uc k e" dieses Mo duls zu erhalten, wird durc h die Konzepte

der Kom binierbark eit und Gutartigk eit erfa�t. Die Kom binierbark eit des

Kreissystems liefert Lemma 2.2.3 und Satz 2.2.13 zeigt die Gutartigk eit,

w oraus mit Satz 1.6.14 die einfac he Basenk onstruktion durc h V ereinigung

folgt.

zu (B): Um aufzuzeigen, wie wir aus Quasinormalbasen v on Kreismo duln

Basen der relativ en Kreiszahlen

d

C

( d )

erhalten, un tersc heiden wir drei

F• alle in Abh• angigk eit v on d .

d = p Primzahl: Dazu sei zun• ac hst angemerkt, da� in diesem F all

d

C

( p )

=

C

( p )

ist. Basen v on C

( p )

sind w ohlb ek ann t, und b eispielsw eise b e-

reits in [2], Satz 5 k onstruiert w orden.

Mit den in dieser Arb eit en t wic k elten Metho den erh• alt man eine

Basis v on

d

C

( p )

•ub er die Isomorphismen

d

C

( p )
�

=

�

d

D

( p )
�

=

� h G

p

i

+

: (138)

Der link e Isomorphism us in (138) folgt aus Satz 3.2.2, der rec h te

Isomorphism us aus

d

D

( p )
�

=

h G

p

i

+

nac h Satz 2.3.5. Eine Normal-

basis v on h G

p

i ist [ f 1 ; : : : ; b p= 2 cg ; ; ; ; ], und daher induziert nac h

Lemma 1.2.10, a f 1 ; : : : ; b p= 2 cg eine Basis v on h G

p

i .

Eine Basis v on � h G

p

i

+

erh• alt man mit Lemma 1.5.7, a mit M =

h G

p

i und R = k er

M

( � + 1) , so da� M =R = h G

p

i

+

gilt. Setzen wir

in Lemma 1.5.7 c

]

:= 1 2 G

p

, so erhalten wir f [ a ] � [1]; 1 < a < p= 2 g

als Basis v on � h G

p

i

+

, und mit (138)

f

1 � �

a

p

1 � �

p

; 1 < a <

1

2

p g (139)

als Basis v on �

d

D

( p )

.

d = q = p

�

P otenz einer Primzahl mit � > 1: Es reic h t hier, q 6= 4 zu

b etrac h ten, denn, wie man direkt nac hrec hnet, ist

d

C

(4)

= 1. Analog
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zum F all n = p erhalten wir mit den S• atzen 3.2.2 und 2.3.5 einen

Isomorphism us

d

C

( q )
�

=

�

d

D

( q )
�

=

� Z ( q )

+

: (140)

Eine Basis v on � Z ( q )

+

erh• alt man mit Satz 1.5.16, b, f • ur � = G

q =p

und A = A

p

:= f 0 ; : : : ; p � 1 g . Setzen wir sp eziell

� = f a 2 G

q =p

; 1 � a �

1

2

q =p g ; (141)

�

]

= 1 und a

]

= 0, so induziert demnac h

f ( �; a ) � (1 ; 0); ( �; a ) 2 � � f 1 ; : : : ; p � 1 gg (142)

eine Basis v on � Z ( q )

+

.

Der Isomorphism us

d

D

( q )
�

=

Z ( q )

+

wird im Bew eis zu Satz 2.1.3 und

Satz 2.3.3 explizit b esc hrieb en (siehe dazu auc h (146) im n• ac hsten

Absc hnitt). Sc hreib en wir Z ( q ) = h G

q =p

� A

p

i =R mit geeignetem

R , so wird dort ( �; a ) 2 G

q =p

� A

p

auf ap

� � 1

+ � 2 G

q

abgebildet.

Mit der Basis aus (142) erhalten wir

f

1 � �

ap

� � 1

+ �

q

1 � �

q

; ( �; a ) 2 � � f 1 ; : : : ; p � 1 gg (143)

mit � aus (141) als in C

( q )

leb ende Basis v on

d

C

( q )

.

d k eine P otenz einer Primzahl: In diesem F all ist nac h den S• atzen 3.2.2

und 2.3.5

d

C

( d )

�

=

d

D

( d )

�

=

Z ( d )

+

: (144)

Eine Basis v on Z ( d )

+

erhalten wir nac h Lemma 1.2.10 mit Hilfe

einer Quasinormalbasis v on Z ( d ). Normalbasen und Quasinormal-

basen v on Kreismo duln wurden in Absc hnitt 2.1.2 ausf • uhrlic h en t-

wic k elt. Dab ei traten v ersc hiedene F• alle auf, n• amlic h d � 2 mo d 4,

d = u o der d = 4 u , w ob ei u ungerade und quadratfrei ist, und alle

sonstigen F• alle.

Allen F• allen ist gemeinsam, da� eine Quasinormalbasis v on Z ( d )

f • ur d = q

1

� � � q

r

= p

�

1

1

� � � p

�

t

t

p

t +1

� � � p

r

mit �

i

> 1 f • ur i = 1 ; : : : ; t

wie et w a in (84) gegeb en ist als T eilmenge v on

S := �

q

1

� A

p

1

� � � � � �

q

t

� A

p

t

� G

p

t +1

� � � � � G

p

r

(145)

mit �

q

i

= G

q

i

=p

i

und A

p

i

= f 0 ; : : : ; p

i

� 1 g . Der W eg v on dieser

T eilmenge zu einer Basis der Kreiseinheiten wird durc h Satz 2.1.3

b esc hrieb en, der aufzeigt, wie der d -te Kreismo dul als freies Erzeug-

nis •ub er G

d

mo dulo gewisser Relationen in terpretiert w erden k ann.

Der Isomorphism us wird explizit im Bew eis v on Satz 2.1.3 b esc hrie-

b en. Wir erhalten die Bijektion � : S ! G

d

mit Hilfe geeigneter
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Bijektionen � und � gem• a�

�

q

1

� A

p

1

| {z }

� � � � � �

q

t

� A

p

t

| {z }

� G

p

t +1

� � � � � G

p

r

# �

1

# �

t

# id # id

G

q

1

� � � � � G

q

t

� G

q

t +1

� � � � � G

q

r

# �

G

d

(146)

Die Abbildungen �

i

f • ur i = 1 ; : : : ; t sind dab ei explizit gegeb en durc h

�

i

( �; a ) = ap

�

i

� 1

i

+ � . Die Abbildung � : G

q

1

� � � � � G

q

r

! G

d

ist

durc h den Chinesisc hen Restsatz (L• osen sim ultaner Kongruenzen)

gegeb en. Eine explizite, algorithmisc he Besc hreibung v on � �ndet

sic h b eispielsw eise b ei [7], Kapitel I, x 4.9. Es sei angemerkt, da�

die Umk ehrabbildung �

� 1

einfac h gegeb en ist durc h a 7! ( a mo d

q

1

; : : : ; a mo d q

r

). Insgesam t gilt mit den Abbildungen  und � aus

(89), da� � = ( � �  )

� 1

ist.

Ist [ G

0

; G

+

; G

�

] eine Quasinormalbasis v on Z ( d ), wie sie in Ab-

sc hnitt 2.1.2 k onstruiert wurde, so ist nac h Lemma 1.2.10, a, i

G

0

[ G

+

eine Basis v on Z ( d )

+

. V erm• oge des Isomorphism us aus

(144), der durc h � b esc hrieb en wird, induziert somit

f 1 � �

a

d

; a 2 � ( G

0

[ G

+

) g (147)

eine Basis v on

d

C

( d )

.

zu (C): Wie man aus geeigneten Normalzerlegungen eine Quasinormalbasis

des Kreismo duls erh• alt, wird ausf • uhrlic h in Absc hnitt 2.1.2 abgehandelt,

und soll an dieser Stelle nic h t wiederholt w erden.

En tsc heidend w erden dab ei die Konstruktionsmetho den aus den Ab-

sc hnitten 1.3.2 und 1.3.3 b en utzt, in denen eine Quasinormalbasis eines

T ensorpro duktes L 
 M aus Quasinormalbasen v on L und M gebildet

wird.

Beispiel

Es sei n = 45. Wir erhalten eine Basis v on C

(45)

durc h die V ereinigung v on

in C

(45)

leb enden Basen der

d

C

( d )

f • ur d = 3 ; 5 ; 9 ; 15 ; 45. Wir geb en diese Basen

n un explizit an:

d = 3 ; 5: Wir lesen die Basis direkt aus (139) ab und erhalten ; als Basis v on

d

C

(3)

(das hei�t, es ist

d

C

(3)

= 1) und

f (1 � �

2

5

) = (1 � �

5

) g (148)

als Basis v on

d

C

(5)

.
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d = 9: Hier erhalten wir eine Basis direkt aus (143). Es ist � = f 1 g und somit

f (1 � �

4

9

) = (1 � �

9

) ; (1 � �

7

9

) = (1 � �

9

) g (149)

eine Basis v on

d

C

(9)

.

d = 15: Eine Basis liefert (147). Die Mengen G

0

und G

+

en tnehmen wir

dem F all \quadratfrei und ungerade" aus Absc hnitt 2.1.2. Wir erhalten

G

0

= f (1 ; 2) g und G

+

= f (1 ; 1) g , und damit � ( G

0

[ G

+

) = f 7 ; 1 g . Also

ist

f 1 � �

7

15

; 1 � �

15

g (150)

eine Basis v on

d

C

(15)

.

d = 45: Wie f • ur d = 15 folgt die Basis aus (147). Hier en tnehmen wir ab er

G

0

und G

+

dem F all \sonstige" in Absc hnitt 2.1.2, und erhalten G

+

= ;

und G

0

= H

9

� A

[

3

� G

[

5

, mit H

9

= f 1 g , A

[

3

= f 1 ; 2 g und G

[

5

= f 2 ; 3 ; 4 g

gem• a� (84). Explizit ist

G

0

= f (1 ; 1 ; 2) ; (1 ; 1 ; 3) ; (1 ; 1 ; 4) ; (1 ; 2 ; 2 ) ; (1 ; 2 ; 3) ; (1 ; 2 ; 4) g ; (151)

und es folgt � ( G

0

) = f 22 ; 13 ; 4 ; 7 ; 43 ; 34 g . Eine Basis v on

d

C

(45)

ist daher

gegeb en durc h

f 1 � �

22

45

; 1 � �

13

45

; 1 � �

4

45

; 1 � �

7

45

; 1 � �

43

45

; 1 � �

34

45

g : (152)

Insgesam t ist also die V ereinigung v on (148), (149), (150) und (152) eine Basis

v on C

(45)

.

3.4 Relationen der Kreiseinheiten - Ennolarelationen

Ob w ohl das Hauptanliegen dieser Arb eit die Konstruktion v on Basen ist, sei

an dieser Stelle no c h kurz auf die Relationen in der Grupp e der Kreisein-

heiten eingegangen. Im Zusammenhang mit den Kreiseinheiten gibt es zw ei

o�ensic h tlic he Relationst yp en, n• amlic h die Normr elationen , die durc h Rela-

tiv erw eiterungen en tstehen, b eispielsw eise

N

Q ( �

18

) ! Q ( �

6

)

(1 � �

18

) = 1 � �

6

; (153)

und solc he, die durc h komplexe Konjugation en tstehen, wie

1 � �

6

= � �

6

(1 � �

6

) = � �

6

(1 � �

� 1

6

) : (154)

Erstere spiegelt sic h b ei den Kreismo duln als Zeilensumme wider, letztere wird

als Op eration v on � in terpretiert. Milnor v erm utete no c h, da� alle Relationen

v on diesen o�ensic h tlic hen Relationen erzeugt w erden. Erst Ennola en tdec kte
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(siehe [4]), da� eine w eitere Relation existiert, die jedo c h erst dann auftritt,

w enn n v on mehr als zw ei v ersc hiedenen Primfaktoren geteilt wird.

Die Un tersuc h ung der Kreiseinheiten im Zusammenhang mit Z [ � ]-Mo duln

zeigt, da� die v on Ennola en tdec kte Relation in k einer W eise au�ergew• ohnlic h

ist, sondern zw angsl• au�g durc h das Zusammenspiel der � -Op eration mit an-

deren Relationen, n• amlic h den Normrelationen, en tsteh t.

Die Grupp e der n -ten relativ en Kreiseinheiten

d

C

( n )

ist nac h den S• atzen 3.2.2

und 2.3.5 im F all, da� n k eine Primzahlp otenz ist, isomorph zu Z ( n )

+

, w ob ei

Z ( n ) der n -te Kreismo dul ist. W eiterhin hab en wir nac h Lemma 1.2.10, da�

Z ( n )

+

isomorph ist zum torsionsfreien An teil v on Z ( n ) = (1 � � ) Z ( n ). Wie

b eispielsw eise im Bew eis v on Satz 2.3.3 b en utzt wurde, en tsprec hen die Norm-

relationen den Zeilensummen v on Z ( n ). Die Relationen, die durc h k omplexe

Konjugation en tstehen, en tsprec hen dem Herausfaktorisieren v on (1 � � ) Z ( n ).

Somit erhalten wir die exakte Sequenz

0 !

^

T ! Z ( n ) = (1 � � ) Z ( n ) !

d

C

( n )

! 1 : (155)

Da

d

C

( n )
�

=

Z ( n )

+

ist, ist

^

T die T orsionsgrupp e v on Z ( n ) = (1 � � ) Z ( n ), und jedes

Elemen t v on

^

T f • uhrt zu einer Relation, die nic h t direkt v on Normrelationen

o der k omplexer Konjugation erzeugt wird.

Lemma 1.2.10, c, i zeigt auc h, wie sic h

^

T explizit aus dem F

�

-T eil einer Nor-

malbasis [ F

0

; F

+

; F

�

] v on Z ( n ) ergibt. Wir erhalten damit den folgenden

Satz.

Satz 3.4.1 Es sei n = q

1

� � � q

r

und L

( n )

=

Q

d jj n

C

( d )

. Die R elationen in-

nerhalb der n -ten r elativen Kr eiseinheiten

d

C

( n )

= C

( n )

=L

( n )

entstehen dur ch

R elationen vom T yp (153) und (154), das hei�t dur ch Normr elationen und

komplexe Konjugation. In den folgenden zwei F• al len kommt genau eine wei-

ter e R elation hinzu:

i) n unger ade und quadr atfr ei, r > 1 und 2 j6 r .

ii) n = 4 u mit u unger ade und quadr atfr ei, r > 1 und 2 j6 r .

Diese weiter e R elation ist explizit ge geb en dur ch

Y

a 2 V

n

(1 � �

a

n

) 2 L

( n )

: (156)

Dab ei ist V

n

� G

n

de�niert als gem• a� dem Chinesischen R estsatz isomorph

zur Menge V

q

1

� � � � � V

q

r

mit V

q

i

= f 1 � a < q

i

= 2; ( a; q

i

) = 1 g f • ur i = 1 ; : : : ; r .
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Beweis

In teressan t sind n ur die F• alle, in denen n k eine Primzahlp otenz ist. In den

F• allen, in denen n Primzahlp otenz ist, rec hnet man direkt nac h (b eispielsw eise

mit (45)), da� sic h alle Erzeuger v on einer gegeb enen Basis durc h Normrela-

tionen und k omplexe Konjugationsrelationen darstellen lassen.

Ist n nic h t die P otenz einer Primzahl, so ist

d

C

( n )

isomorph zu Z ( n )

+

, w ob ei

Z ( n ) der n -te Kreismo dul ist. Ist [ F

0

; F

+

; F

�

] eine Normalbasis v on Z ( n )

+

,

so tritt nac h der V orb emerkung zu diesem Satz eine w eitere Relation genau

dann auf, w enn F

�

6= ; ist.

In Absc hnitt 2.1.2 wurden ausf • uhrlic h Normalbasen v on Z ( n ) k onstruiert. Ins-

b esondere ist im F all, da� n nic h t v on der F orm n = u o der n = 4 u mit u

ungerade und quadratfrei ist, m

�

( Z ( n )) = 0, das hei�t, F

�

ist leer.

In den anderen F• allen ist F

�

einelemen tig und explizit in (82) b ezieh ungsw eise

(83) angegeb en.

•

Ub ersetzt man dies mit der in (146) v erw endeten Abbildung

auf Kreiszahlen, so en tspric h t dies genau der Relation (156). Beispielsw eise im

F all, da� n ungerade und quadratfrei ist, ist p

i

= q

i

und V

q

i

= f 1 ; : : : ; b p

i

= 2 cg

f • ur alle i = 1 ; : : : ; r , und der Zusammenhang zwisc hen (82) und (156) ist nac h

(146) direkt gegeb en durc h die Abbildung � : G

p

1

� � � � � G

p

r

! G

n

.

qed.

Zum Sc hlu� geb en wir an, wie die Situation aussieh t, w enn man statt der

relativ en Kreiseinheiten die Grupp e der Kreiseinheiten C

( n )

b etrac h tet. Jede

Relation in C

( n )

ist nat • urlic h auc h eine Relation in der Grupp e der Kreiszahlen

D

( n )

. Umgek ehrt k• onnen wir eine Relation u innerhalb v on D

( n )

wie im Bew eis

v on Lemma 3.1.4 sc hreib en als u = v

Q

r

i =1

(1 � �

q

i

)

b

i

mit v 2 C

( n )

und b

i

2 Z .

Norm bildung zeigt b

i

= 0 f • ur alle i = 1 ; : : : ; r , w oraus folgt, da� u auc h eine

Relation in C

( n )

ist.

Daher b etrac h ten wir im folgenden die Relationen innerhalb der Grupp e der

Kreiszahlen D

( n )

. Hier hab en wir im Bew eis v on Satz 2.3.3 die exakte Sequenz

0 ! T ! L ( n ) = (1 � � ) L ( n ) ! D

( n )

! 1 : (157)

Da die T orsionsgrupp e T v on L ( n ) = (1 � � ) L ( n ) nac h Lemma 1.2.10, c n ur

2-T orsion b esitzt, b est• atigt dies b eispielsw eise direkt Satz 8.9 in [16 ], n• amlic h

da� das Quadrat jeder Relation in D

( n )

v on Norm- und Konjugationsrelationen

erzeugt wird.

Wie T explizit aussieh t, erh• alt man durc h eine Normalbasis [ E

0

; E

+

; E

�

] v on

L ( n ), die man durc h An w endung v on Algorithm us 1.6.15 auf das Kreissystem

�( n ) erh• alt gem• a� dem folgenden Algorithm us und dem daran ansc hlie�enden

Satz.

Algorithm us 3.4.2 Der folgende A lgorithmus konstruiert R elationen inner-

halb der Grupp e der Kr eiszahlen, die nicht von den o�ensichtlichen R elationen

gem• a� (153) und (154) erzeugt wer den.
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1. (Normalbasen der Y

d

) Man b er e chne zu je dem 1 < d j n jeweils eine Nor-

malb asis B

d

zu Y

d

. Die Y

d

sind dab ei wie in (104) de�niert, n• amlich als

h G

d

i fal ls d Primzahl ist und als Kr eismo duln Z ( d ) sonst.

Normalb asen f • ur Kr eismo duln wer den ausf • uhrlich in A bschnitt 2.1.2 b e-

handelt. Normalb asen f • ur h G

d

i konstruiert man gem• a� A bschnitt 1.4.2.

2. (Normalbasis des k om binierten Kreismo duls) Man konstruier e aus den

Normalb asen der Y

d

eine Normalb asis [ E

0

; E

+

; E

�

] des kombinierten

Kr eismo duls L ( n ) mittels A lgorithmus 1.6.15. Insb esonder e ist man dab ei

an E

�

inter essiert.

3. (Kreismo dul ! Kreiszahlen) Der Zusammenhang zwischen L ( n ) und

D

( n )

ist gem• a� Satz 2.3.3 mit der A bbildung � : [ a; d ] 7! 1 � �

a

d

ge geb en,

dur ch die die Elemente [ a; d ] 2 G

d

f • ur d j n von L ( n ) auf Kr eiszahlen

ab gebildet wer den.

Nach L emma 1.2.10, c, i erzeugt E

�

die T orsionsgrupp e T des Mo duls

L ( n ) = (1 � � ) L ( n ) . Man bilde also E

�

mit � auf D

( n )

ab.

Satz 3.4.3 Zu n > 2 sei r die A nzahl der Primteiler von n und

c =

(

2

r � 1

� r falls n 6� 2 mo d 4 ;

2

r � 2

� ( r � 1) falls n � 2 mo d 4 :

(158)

Dann existier en in D

( n )

genau 2

c

verschie dene Ennolar elationen, die von c

verschie denen R elationen erzeugt wer den. Mit ander en Worten, es existiert

eine Menge von Ennolar elationen f d

1

; : : : ; d

c

g � D

( n )

im fr eien Erzeugnis der

Menge f 1 � �

a

d

; d j n; a 2 G

d

g , so da� je de Ennolar elation von der F orm

Q

c

i =1

d

�

i

i

mit � 2 f 0 ; 1 g ist. Die d

i

f • ur i = 1 ; : : : ; c erh• alt man explizit aus A lgorith-

mus 3.4.2.

Beweis

Der W ert c ergibt sic h aus (110) in Lemma 2.2.10, das den W ert m

�

( L ( n )) und

damit die M• ac h tigk eit v on dem in Algorithm us 3.4.2, Sc hritt 2, k onstruierten

E

�

liefert.

Ennolarelationen sind gegeb en als T orsionsan teil v on L ( n ) = (1 � � ) L ( n ). In

Lemma 1.2.10, c, i wird angegeb en, wie die T orsionsgrupp e explizit aus einer

Normalbasis b erec hnet wird. Beim

•

Ub ergang v om k om binierten Kreismo dul

auf die Grupp e der Kreiszahlen •ub ersetzt sic h die additiv e Sc hreib w eise in

Lemma 1.2.10 in die m ultiplik ativ e Darstellung

Q

c

i =1

d

�

i

i

.

qed.

Es ist n = 60 die kleinste Zahl f • ur die in (158) c > 0 ist, also Ennolarela-

tionen b ei Kreiszahlen auftreten. Im Anhang geb en wir un ter anderem auc h

explizite Beispiele f • ur Ennolarelationen. W eiter sei auf die explizite Berec h-

n ung einer Ennolarelation im allgemeinen Stic k elb ergerideal mit dem zum Al-

gorithm us 3.4.2 analogen Algorithm us 4.4.1 an Hand des Beispiels f • ur n = 15

hingewiesen.
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4 Stic k elb ergerelemen te

Bei allen im folgenden durc hgef • uhrten Betrac h tungen sei n > 2 eine feste

nat • urlic he Zahl, und G

n

:= f 1 � a < n ; gcd( a; n ) = 1 g . Da n fest ist,

sc hreib en wir statt G

n

auc h G .

Die Stic k elb ergerelemen te � ( a ) sind Elemen te im Grupp enring Q G , die Rela-

tionen gen • ugen, die den Relationen v on Kreiseinheiten •ahnlic h sind. Auc h in

der Literatur w erden Stic k elb ergerelemen te und Kreiseinheiten oft gemeinsam

b ehandelt, wie b eispielsw eise in [8], [12] o der [15]. Grob gesagt gilt folgen-

des. Bezeic hnet L ( n ) den k om binierten n -ten Kreismo dul, dann ist der v on

den Stic k elb ergerelemen ten aufgespann te Mo dul im w esen tlic hen isomorph zu

L ( n )

�

, w ohingegen die Grupp e der Kreiszahlen isomorph zu L ( n )

+

ist. Daher

ist die Hauptarb eit, n• amlic h die Bestimm ung der In v arian ten m

+

, m

�

, die

Berec hn ung des Ranges v on L ( n ) und der Nac h w eis der Gutartigk eit, b ereits

im zw eiten Kapitel getan.

Nac h der De�nition der Stic k elb ergerelemen te und dem Nac h w eis der grundle-

genden Relationen zwisc hen diesen Elemen ten im ersten Absc hnitt rec hnen wir

im zw eiten Absc hnitt den Isomorphism us zu L ( n )

�

nac h. Ansc hlie�end zeigen

wir im dritten Absc hnitt ausf • uhrlic h, wie wir eine Basis des Stic k elb ergerideals

mit den in dieser Arb eit en t wic k elten Metho den erhalten. Der vierte Absc hnitt

b esc h• aftigt sic h dann sc hlie�lic h mit den Ennolarelationen, die hier •ahnlic h

wie b ei den Kreiseinheiten auftreten. Abgerundet wird dieser Absc hnitt durc h

die ausf • uhrlic he Herleitung einer Ennolarelation f • ur das Stic k elb ergerideal f • ur

n = 15 und ein Beispiel einer Ennolarelation f • ur n = 5005.

4.1 De�nition und Eigensc haften

Zu x 2 Q sei im folgenden y = h x i de�niert als diejenige Zahl im In terv all

[0 ; 1) mit y � x mo d Z .

Sinnot de�niert in [15 ] das Stic k elb ergerelemen t wie folgt.

De�nition 4.1.1 F • ur � 2 G b ezeichne �

� 1

das Inverse von � mo dulo n in G .

Dann hei�t zu a 2 Z das Element

� ( a ) =

X

� 2 G

�

�

a�

n

�

�

� 1

(159)

im Grupp enring Q G Stic k elb ergerelemen t .

Man sieh t direkt, da� � ( a ) = � ( a

0

) ist, w enn a � a

0

mo d n ist. Au�erdem ist

� (0) = 0. Betrac h ten wir daher das Z -Erzeugnis der � ( a ), so wird dieses v on

den n � 1 Elemen ten � (1) ; : : : ; � ( n � 1) erzeugt.

Ausgangspunkt der

•

Ub erlegungen sind die b eiden folgenden Relationen, denen

das Stic k elb ergerelemen t gen • ugt.
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Lemma 4.1.2 Es sei a 2 f 1 ; : : : ; n � 1 g und d ein T eiler von n . Dann gelten

� ( a ) + � ( n � a ) =

X

� 2 G

� (160)

und

d � 1

X

� =0

� ( a + �

n

d

) � � ( da ) =

1

2

( d � 1)

X

� 2 G

� : (161)

Beweis

Es gilt h a=n i = h a

0

=n i falls a � a

0

mo d n ist. Damit folgt direkt die Relation

(160) aus

�

�

a�

n

�

+

�

�

n� � a�

n

�

= 1 (162)

f • ur � 2 G .

Die Relation (161) erh• alt man eb enfalls mit elemen tarer Arithmetik: Es ist zu

zeigen, da� f • ur jedes � 2 G die Gleic h ung

d � 1

X

� =0

�

� (

� a

n

+

� �

d

)

�

�

*

�

d� a

n

+

=

1

2

( d � 1) (163)

gilt. Durc hl• auft � die Zahlen 0 ; : : : ; d � 1, so auc h � � � mo d d . Setzen wir

au�erdem b := � � a mo d n , so ist (163) •aquiv alen t zu

d � 1

X

� =0

*

b

n

+

�

d

+

�

*

db

n

+

=

1

2

( d � 1) : (164)

Wir k• onnen sogar 0 � b < n=d annehmen, denn so w ohl die Summe als auc h

h db=n i bleibt gleic h, w enn wir b durc h b

0

ersetzen mit b � b

0

mo d n=d .

Ist ab er (164) mit 0 � b < n=d zu zeigen, so liegen alle Ausdr • uc k e in den

spitzen Klammern so wieso in [0 ; 1). Die Klammern k• onnen daher w eggelassen

w erden, und die Gleic hheit in (164) folgt direkt durc h Ausrec hnen.

qed.

Es sei sc hon an dieser Stelle b emerkt, wie die Analogie zwisc hen (160) und

(161) zu den Relationen der Kreiseinheiten aussieh t. Es en tspric h t (160) der

k omplexen Konjugation und (161) den durc h Relativnormen implizierten Re-

lationen.

4.2 Stic k elb ergerelemen te und das Kreissystem

Die Stic k elb ergerelemen te liegen in Q G . Im folgenden sind wir an den Relatio-

nen in teressiert, die zwisc hen den Stic k elb ergerelemen ten existieren. Das hei�t,

wir suc hen eine Basis des Z -Erzeugnisses der � ( a ) in Q G . Dieses Erzeugnis

ist ein gebro c henes Ideal in Q G , jedo c h nic h t iden tisc h mit \dem" Stic k el-

b ergerideal. F • ur den Begri� \Stic k elb ergerideal" existieren in der Literatur
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v ersc hiedene De�nitionen (siehe dazu [15]), die in der Regel gewisse T eilmo-

duln v om Erzeugnis der Stic k elb ergerelemen te b edeuten.

Um V erw ec hslungen v on v orneherein auszusc hlie�en, sprec hen wir im folgenden

v om allgemeinen Stic k elb ergerideal:

De�nition 4.2.1 Das Z -Erzeugnis I := h � (1) ; : : : ; � ( n � 1) i der Stickelb erger-

elemente hei�e allgemeines Stic k elb ergerideal .

Im w eiteren b ew eisen wir den Zusammenhang zwisc hen dem n -ten k om bi-

nierten Kreismo dul und dem allgemeinen Stic k elb ergerideal. Dazu f • uhren wir

no c h die folgenden b eiden Bezeic hn ungen ein. Es sei s ( G ) :=

P

� 2 G

� und

! :=

(

s ( G ) falls n ungerade,

1

2

s ( G ) falls n gerade.

(165)

Nac h (160) und (161) liegt ! im allgemeinen Stic k elb ergerideal.

Wir zeigen einen Isomorphism us zwisc hen L ( n )

�

und I = h ! i , w ob ei L ( n ) der

n -te k om binierte Kreismo dul und I das allgemeine Stic k elb ergerideal ist. Dazu

un tersuc hen wir zun• ac hst I = h ! i .

Lemma 4.2.2 Es sei I das al lgemeine Stickelb er geride al. Dann gilt

a) I = h ! i ist torsionsfr ei,

b) r g ( I = h ! i ) =

1

2

' ( n ) .

Beweis

Zu a: Auf G op eriere (wie •ublic h) � durc h Negation mo dulo n . Man sieh t dann

direkt aus (160), da� (1 + � ) � ( a ) = s ( G ) f • ur a 2 f 1 ; : : : ; n � 1 g ist.

Sei n un

n � 1

X

a =1

�

a

� ( a ) = �s ( G ) (166)

mit � 2 Q und �

a

2 Z . Multiplizieren wir (166) mit (1 + � ), so folgt 2 � 2 Z ,

das hei�t, in � tauc h t h• oc hstens 2 im Nenner auf. Ist n un n gerade, so ist

! =

1

2

s ( G ), und T eil a ist gezeigt. Im F all, da� n ungerade ist, gilt ! = s ( G ).

Da auf der link en Seite v on (166) n ur ungerade Nenner stehen, � ab er h• oc hstens

2 als Nenner hat, m u� � sogar in Z sein. In b eiden F• allen erhalten wir somit

�s ( G ) = k ! mit k 2 Z , und es folgt T eil a.

Zu b: Nac h Bemerkung 1.2.11 ist rg I = rg (1 � � ) I + rg (1 + � ) I . Zur Be-

stimm ung des Rangs v on I b estimmen wir jew eils den Rang v on (1 + � ) I und

(1 � � ) I .

rg (1 � � ) I : Sinnot zeigt in [15], da� der Rang v on (1 � � ) I gleic h dem Rang

v on (1 � � ) Z G ist. Da [ H ; ; ; ; ] mit H = f � 2 G ; 1 � � < n= 2 g eine

Normalbasis v on Z G und rg Z G = ' ( n ) ist, ist (1 � � ) H eine Basis v on

(1 � � ) Z G und daher rg (1 � � ) Z G =

1

2

' ( n ).
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rg (1 + � ) I : Wie in T eil a sc hon festgestellt, ist (1 + � ) I � h ! i und nic h ttrivial,

hat also Rang Eins.

Insgesam t erhalten wir rg I =

1

2

' ( n ) + 1, also rg ( I = h ! i ) =

1

2

' ( n ).

qed.

Der k om binierte Kreismo dul L ( n ) ist de�niert als die direkte Summe der freien

Mo duln h G

d

i mit d j n mo dulo gewisser Relationen. Wir geb en daher den fol-

gende Isomorphism us durc h seine Wirkung auf die a 2 G

d

an, die wir wie

•ublic h mit [ d; a ] 2 G

d

b ezeic hnen.

Satz 4.2.3 Es sei I das al lgemeine Stickelb er geride al und L ( n ) der n -te kom-

binierte Kr eismo dul. Dann ist

L ( n )

�

�

=

I = h ! i : (167)

Dab ei wir d [ d; a ] 2 G

d

f • ur d j n ab gebildet auf � ( a

n

d

) .

Beweis

Der Bew eis wird direkt analog zum Bew eis v on Satz 2.3.3 gef • uhrt, in dem der

Isomorphism us zwisc hen L ( n )

+

und den n -ten Kreiszahlen gezeigt wurde. Das

hei�t, wir zeigen analog zu (117) die Exaktheit der Sequenz

0 ! T ! L ( n ) = (1 + � ) L ( n )

�

! I = h ! i ! 0 ; (168)

w ob ei T die T orsionsgrupp e v on L ( n ) = (1 + � ) L ( n ) ist und � die in Satz 4.2.3

angegeb ene Abbildung, die [ d; a ] auf � ( a

n

d

) abbildet. Ist die Exaktheit v on

(168) gezeigt, dann folgt auc h die Behauptung des Satzes, denn L ( n )

�

ist

nac h Lemma 1.2.10, c, ii gleic h L ( n ) = (1 + � ) L ( n ) mo dulo T orsion.

Es ist L ( n ) de�niert als Kom binat des M E n -Systems �( n ) = ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j n

mit M

d

= h G

d

i . Dab ei ist L ( n ) explizit gegeb en gem• a� L ( n ) = N =Q mit

N =

L

d j n

M

d

und Q =

P

d j n

h r + n

d

( r ); r 2 E

d

i .

Wir zeigen zun• ac hst die W ohlde�niertheit der Abbildung � . Dab ei b en utzen

wir L ( n ) = (1 + � ) L ( n )

�

=

N = ((1 + � ) N + Q ), w ob ei N das freie Erzeugnis der

disjunkten V ereinigung der Mengen G

d

ist. Da � auf diesen G

d

erkl• art wurde,

ist � auf N eindeutig homomorph fortsetzbar, und es ist zu zeigen, da� die

Bilder v on (1 + � ) N und Q un ter � in h ! i liegen.

� F • ur (1 + � ) N folgt dies durc h

� ( a

n

d

) + � (( d � a )

n

d

) = � ( a

n

d

) + � ( n � a

n

d

) 2 h ! i (169)

nac h (160).
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� Den Erzeugern v on Q en tsprec hen die Relationen aus (161). Um dies zu

zeigen de�nieren wir zu d 2 N , p j d prim und b 2 G

d=p

wie in (98) die

Menge Y := f x 2 G

d

; x � b mo d d=p g . Nac h Lemma 2.2.7 ist

X := f b + �

d

p

; � = 0 ; : : : ; p � 1 g =

(

Y falls p

2

j d

Y [ f pb

0

g falls p

2

j6 d

(170)

mit b

0

2 G

d=p

so, da� pb

0

� b mo d d=p gilt.

Es wird Q v on Elemen ten der F orm s ( d; p; b ) + n

d

( s ( d; p; b )) erzeugt,

w ob ei s ( d; p; b ) eine Zeilensumme gem• a� (86) ist. Die n

d

sind in (92),

De�nition 2.2.1, de�niert. Explizit erhalten wir:

s ( d; p; b )

�

7!

X

x 2 Y

� ( x

n

d

) (171)

und

n

d

( s ( d; p; b ))

�

7!

8

>

>

<

>

>

:

� � ( b

pn

d

) falls p

2

j d ,

� ( b

0

pn

d

) � � ( b

pn

d

) falls p

2

j6 d .

(172)

Mit (170) folgt, indem wir Relation (161) ausn utzen, nac h Lemma 2.2.7

s ( d; p; b ) + n

d

( s ( d; p; b ))

�

7!

p � 1

X

� =0

� (

n

d

 

b + �

d

p

!

) � � ( b

pn

d

)

=

p � 1

X

� =0

� (

n

d

b + �

n

p

) � � ( p

n

d

b ) 2 h ! i :

(173)

Wir hab en bisher gezeigt, da� � in der Sequenz (168) w ohlde�niert ist. W eiter

ist � als Abbildung v on N nac h I = h ! i auc h surjektiv, da ein Urbild v on � ( a )

gegeb en ist durc h [ n=t; a=t ] 2 G

n=t

mit t = gcd( a; n ).

Nac h Lemma 2.2.11 ist der Rang v on L ( n )

�

gleic h

1

2

' ( n ), und somit gem• a�

Lemma 4.2.2, b gleic h dem Rang v on I = h ! i .

Daraus folgt, da� der Kern v on � als auf L ( n ) = (1 + � ) L ( n ) de�nierte Abbildung

v on der T orsionsgrupp e T v on L ( n ) = (1 + � ) L ( n ) gebildet wird. Dies b ew eist

die Exaktheit v on (168) und damit den Satz.

qed.

4.3 Eine Basis des allgemeinen Stic k elb ergerideals

Durc h den Isomorphism us L ( n )

�

�

=

I = h ! i ergibt sic h also insb esondere auc h

eine Basis v on I = h ! i durc h eine Basis v on L ( n )

�

. Wir zeigen n un im einzelnen,

wie dieser Konstruktionsw eg abl• auft. Wir fassen zun• ac hst sc hematisc h die v er-

sc hiedenen Sc hritte zusammen, und erl• autern diese ansc hlie�end im einzelnen.
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Basen des allgemeinen Stic k elb ergerideals I

(A) "

Basen v on I = h ! i

(B) "

Basen v on L ( n )

�

(C) "

Quasinormalbasen v on Kreismo duln Z ( d )

(D) "

Normalzerlegungen elemen tarer Mengen

zu (A): Dieser Sc hritt ist sehr einfac h und hier n ur der V ollst• andigk eit w egen

aufgef • uhrt. Eine (in I leb ende) Basis v on I = h ! i ergibt durc h Hinzuf • ugen

v on ! nac h Bemerkung 1.1.2 eine Basis v on I .

zu (B): Nac h De�nition 2.2.1 und 2.2.4 ist L ( n ) de�niert als direkte Summe

v on Mo duln M

d

:= h G

d

i mit d j n . Es sei V := f [ d; a ]; d j n; a 2 G

d

g die

disjunkte V ereinigung aller G

d

. Wie wir in (C) sehen w erden, ist eine

Basis v on L ( n )

�

als T eilmenge v on W � V gegeb en. Nac h Satz 4.2.3 ist

dann

f � ( a

n

d

); [ d; a ] 2 W g (174)

eine Basis v on I = h ! i .

zu (C): Nac h Satz 2.2.14 ergibt sic h eine Basis v on L ( n )

�

im F all 4 j6 n durc h

einfac he V ereinigung v on in M

d

= h G

d

i leb enden Basen gewisser Mo duln

( Y

d

)

�

mit d j n . Im F all 4 j n durc hl• auft d alle T eiler v on n , au�er 2 und

4. Zus• atzlic h m u� im F all 4 j n gem• a� der Diskussion im Ansc hlu� an

Satz 2.2.14 no c h [4 ; 1] zur Basis hinzugenommen w erden.

Die Y

d

sind gem• a� De�nition 2.2.1 de�niert durc h

Y

d

=

8

>

<

>

:

0 falls d = 1,

h G

d

i falls d Primzahl,

Z ( d ) sonst,

(175)

w ob ei Z ( d ) der d -te Kreismo dul ist.

Im F all d = 1 ist nic h ts zu sagen, da Y

1

der Nullmo dul und somit die

Basis leer ist. Wir un tersc heiden n un die b eiden anderen F• alle.

d = p Primzahl: Dieser F all l• a�t sic h direkt nac hrec hnen: Ist p = 2 so

ist Y

2

= h G

2

i und daher ( Y

2

)

�

= 0. Die Basis v on ( Y

2

)

�

ist somit

leer. Ansonsten ist b eispielsw eise [ W

p

; ; ; ; ] mit

W

p

:= f [ p; a ]; 1 � a <

1

2

p g (176)

eine Normalbasis v on Y

p

, und somit ist nac h Lemma 1.2.10 W

p

eine

Basis v on ( Y

p

)

�

.
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d > 1 und k eine Primzahl: In diesem F all ist Y

d

= Z ( d ). Hier sei auf den

F all \ d k eine P otenz einer Primzahl" v on Sc hritt (B) in der Kon-

struktion einer Basis der Kreiseinheiten in Absc hnitt 3.3 v erwiesen.

Wir rek apitulieren an dieser Stelle n ur, da� eine Quasinormalbasis

v on Z ( d ) als T eilmenge v on

S := �

q

1

� A

p

1

� � � � � �

q

t

� A

p

t

� G

p

t +1

� � � � � G

p

r

(177)

mit �

q

i

:= G

q

i

=p

i

und A

p

i

= f 0 ; : : : ; p

i

� 1 g gegeb en ist, und sic h die

Abbildung � : S ! G

d

gem• a�

�

q

1

� A

p

1

| {z }

� � � � � �

q

t

� A

p

t

| {z }

� G

p

t +1

� � � � � G

p

r

# �

1

# �

t

# id # id

G

q

1

� � � � � G

q

t

� G

q

t +1

� � � � � G

q

r

# �

G

d

(178)

ergibt, w ob ei die Abbildungen �

i

f • ur i = 1 ; : : : ; t explizit gegeb en

sind durc h �

i

( �; a ) = ap

�

i

� 1

i

+ � , und � durc h den Chinesisc hen

Restsatz w ohlde�niert ist.

Ist n un [ G

0

; G

+

; G

�

] eine Quasinormalbasis v on Z ( d ) gem• a� Ab-

sc hnitt 2.1.2, dann ist nac h Lemma 1.2.10, a G

0

[ G

�

eine Basis

v on Z ( d )

�

. F • ur d 6= 4 de�nieren wir daher in Analogie zu (147)

W

d

:= f [ d; a ]; a 2 � ( G

0

[ G

�

) g : (179)

De�nieren wir no c h W

4

:= f [4 ; 1] g so erhalten wir in Sc hritt (C) nac h

Satz 2.2.14 eine Basis W v on L ( n )

�

durc h

W :=

[

d j n

W

d

(180)

mit W

d

wie in (176) und (179) und W

1

= ; .

zu (D): Dies ist der gleic he Sc hritt wie Sc hritt (C) in Absc hnitt 3.3, und wie

dort sei hier eb enfalls auf Absc hnitt 2.1.2 v erwiesen.

Wir erl• autern diese Konstruktion an einem Beispiel.

Beispiel

Es sei n = 45. Wir erhalten eine Basis v on I •ub er eine Basis v on L (45)

�

, die

wir durc h V ereinigung v on Basen W

d

� G

d

der ( Y

d

)

�

mit d j 45 erhalten. Wir

b estimmen zun• ac hst die W

d

:

d = 3: Wir lesen die Basis direkt aus (176) ab und erhalten

W

3

= f [3 ; 1] g (181)

als Basis v on h G

3

i

�

.
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d = 5: Hier ist nac h (176)

W

5

= f [5 ; 1] ; [5 ; 2] g (182)

eine Basis v on h G

5

i

�

.

d = 9: Eine Quasinormalbasis v on ( Y

9

)

�

erhalten wir aus dem F all \sonstige"

in Absc hnitt 2.1.2. Nac h (84) ist [ G

0

; ; ; ; ] mit G

0

= H

9

� A

[

3

eine Quasi-

normalbasis v on Z (9) = Y

9

. Dab ei ist H

9

= f 1 g und A

[

3

= f 1 ; 2 g , w as

un ter V erw endung der Abbildungen aus (178) explizit (in Analogie zu

(149))

W

9

= f [9 ; 4] ; [9 ; 7] g (183)

als Basis v on Z (9)

�

ergibt.

d = 15: Eine Quasinormalbasis [ G

0

; G

+

; G

�

] v on Z (15) en tnehmen wir dem

F all \quadratfrei und ungerade" aus Absc hnitt 2.1.2. Wir erhalten ins-

b esondere G

0

= f (1 ; 2) g , G

�

= ; und das hier nic h t in teressierende

G

+

= f (1 ; 1) g . Mit (178) ist daher nac h Lemma 1.2.10

W

15

= f [15 ; 7] g (184)

eine Basis v on Z (15)

�

.

d = 45: Wie f • ur d = 9 en tnehmen wir G

0

und G

�

dem F all \sonstige" in

Absc hnitt 2.1.2, und erhalten G

�

= ; und G

0

= H

9

� A

[

3

� G

[

5

, mit

H

9

= f 1 g , A

[

3

= f 1 ; 2 g und G

[

5

= f 2 ; 3 ; 4 g . Es ist also

G

0

= f (1 ; 1 ; 2) ; (1 ; 1 ; 3) ; (1 ; 1 ; 4) ; (1 ; 2 ; 2 ) ; (1 ; 2 ; 3) ; (1 ; 2 ; 4) g ; (185)

und un ter V erw endung v on (178) ist

W

45

= f [45 ; 22] ; [45 ; 13] ; [45 ; 4] ; [45 ; 7] ; [45 ; 43] ; [45 ; 34] g (186)

eine Basis v on Z (45)

�

.

Die V ereinigung v on (181), (182), (183), (184) und (186) ergibt

W = f [45 ; 22] ; [45 ; 13] ; [45 ; 4] ; [45 ; 7] ; [45 ; 43] ; [45 ; 3 4] ; [15 ; 7] ;

[9 ; 4] ; [9 ; 7] ; [5 ; 1] ; [5 ; 2] ; [3 ; 1] g

(187)

als Basis v on L ( n )

�

. Die Basis v on I erhalten wir sc hlie�lic h durc h die Abbil-

dung [ d; a ] 7! � ( an=d ) und Hinzunahme v on ! aus (165). Also ist

f ! ; � (22) ; � (13) ; � (4) ; � (7) ; � (43) ; � (34) ; � (21) ; � (20) ; � (35 ) ; � (9) ; � (18 ) ; � (15) g

(188)

eine Basis des allgemeinen Stic k elb ergerideals I f • ur n = 45.



102 4.4 Ennolar elationen f • ur Stickelb er ger elemente

4.4 Ennolarelationen f • ur Stic k elb ergerelemen te

Die F rage, ob alle Relationen, die zwisc hen den Stic k elb ergerelemen ten b este-

hen, v om T yp (160) und (161) sind, l• a�t sic h n un analog zu der en tsprec henden

F rage f • ur Kreiseinheiten in Absc hnitt 3.4 b ean t w orten.

Es sei L ( n ) der n -te k om binierte Zeilenfaktormo dul. In Satz 4.2.3 erhielten wir

einen Isomorphism us zwisc hen L ( n )

�

und I = h ! i . Genauer wurde die Exaktheit

der Sequenz

0 ! T ! L ( n ) = (1 + � ) L ( n ) ! I = h ! i ! 0 (189)

b ewiesen, w ob ei T die T orsionsgrupp e v on L ( n ) = (1 + � ) L ( n ) ist. Wie im

Bew eis zu Satz 4.2.3 ausgef • uhrt, w erden die Relationen (160) und (161) erfa�t

als die \Normrelationen" und \k omplexe Konjugationsrelationen" des Mo duls

L ( n ) = (1 + � ) L ( n ).

Relationen innerhalb v on I = h ! i , die nic h t durc h (160) und (161) en tstehen,

w erden durc h die T orsionsgrupp e T gegeb en. Wir nennen diese Relationen in

Analogie zur Situation b ei den Kreiseinheiten Ennolar elationen .

Mit einer Normalbasis v on L ( n ) lassen sic h wie in Algorithm us 3.4.2 und

Satz 3.4.3 f • ur Kreiszahlen die T orsionsgrupp e T und damit die Ennolarela-

tionen gem• a� Lemma 1.2.10 b estimmen. Wir b esc hreib en diese Konstruktion

zun• ac hst als Algorithm us und in terpretieren das Ergebnis im darau�olgenden

Satz.

Algorithm us 4.4.1 Der folgende A lgorithmus konstruiert R elationen inner-

halb des al lgemeinen Stickelb er geride als I , die nicht von R elationen gem• a�

(160) und (161) erzeugt wer den.

1. (Normalbasen der Y

d

) Man b er e chne zu je dem 1 < d j n jeweils eine Nor-

malb asis B

d

zu Y

d

. Die Y

d

sind dab ei wie in (175) de�niert, n• amlich als

h G

d

i fal ls d Primzahl ist und als Kr eismo duln Z ( d ) sonst.

Normalb asen f • ur Kr eismo duln wur den ausf • uhrlich in A bschnitt 2.1.2 b e-

handelt. Normalb asen f • ur h G

d

i konstruiert man gem• a� A bschnitt 1.4.2.

2. (Normalbasis des k om binierten Kreismo duls) Man konstruier e aus den

Normalb asen der Y

d

eine Normalb asis [ E

0

; E

+

; E

�

] des kombinierten

Kr eismo duls L ( n ) mittels A lgorithmus 1.6.15.

3. (Kreismo dul ! Stic k elb ergerideal) Der Zusammenhang zwischen L ( n )

und I ist gem• a� Satz 4.2.3 dur ch die A bbildung � : [ a; d ] 7! � ( an=d )

ge geb en, die die Elemente [ a; d ] 2 G

d

f • ur d j n von L ( n ) auf die Stickel-

b er ger elemente abbildet.

Nach L emma 1.2.10, c, ii erzeugt E

+

die T orsionsgrupp e T des Mo duls

L ( n ) = (1 + � ) L ( n ) (siehe dazu auch den folgenden Satz 4.4.2). Man bilde

also mit � die Elemente aus E

+

auf I ab.
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4. (Berec hn ung des ! -An teils) Das Bild von E

+

unter � aus Schritt 3 ist

eine Line arkombination der � ( i ) f • ur i = 1 ; : : : ; n � 1 , die nach (168) in

I = h ! i verschwindet, also zu einer R elation

n � 1

X

i =1

�

i

� ( i ) 2 h ! i (190)

mit �

i

2 Z f • uhrt. Die � ( i ) sind explizit in (159) de�niert. Man r e chne

die linke Seite aus und b estimme damit � 2 Z so, da�

n

X

i =1

�

i

� ( i ) + �! = 0 (191)

gilt.

Satz 4.4.2 Zu n > 2 sei r die A nzahl der Primteiler von n und

c :=

(

2

r � 1

� 1 falls n 6� 2 mo d 4 ;

2

r � 2

falls n � 2 mo d 4 :

(192)

Dann existier en in I genau 2

c

verschie dene Ennolar elationen, die von c ver-

schie denen R elationen erzeugt wer den. Mit ander en Worten, es existiert eine

Menge von Ennolar elationen f d

1

; : : : ; d

c

g im fr eien Z -Erzeugnis der Menge

f � ( i ); 1 � i < n g [ f ! g , so da� je de Ennolar elation von der F orm

c

X

i =1

�

i

d

i

(193)

mit � 2 f 0 ; 1 g ist. Die d

i

f • ur i = 1 ; : : : ; c erh• alt man explizit aus A lgorith-

mus 4.4.1.

Beweis

Der W ert c ergibt sic h aus Lemma 2.2.10, das den W ert m

+

( L ( n )) und damit

die M• ac h tigk eit v on dem in Algorithm us 4.4.1, Sc hritt 2, k onstruierten E

+

liefert.

Ennolarelationen sind gegeb en als T orsionsan teil v on L ( n ) = (1 + � ) L ( n ). In

Lemma 1.2.10, c, ii wird angegeb en, wie die T orsionsgrupp e explizit aus einer

Normalbasis b erec hnet wird, w oraus insb esondere (193) folgt.

qed.

Im folgenden erl• autern wir Algorithm us 4.4.1 durc h ein Beispiel, in dem wir

eine Ennolarelation f • ur n = 15 b erec hnen. Ansc hlie�end geb en wir eine Enno-

larelation f • ur n = 5005 an.

Beispiele

Es sei n = 15. Da nac h Lemma 2.2.10 m

+

( L (15)) = 1 ist, existiert genau eine

Ennolarelation, die wir im folgenden k onstruieren w erden. Dazu b en• otigen wir

zun• ac hst Normalbasen der Y

d

f • ur d = 3 ; 5 ; 15:
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d = 3,5 Es ist Y

d

= h G

d

i . Normalbasen B

d

= [ E

0

d

; ; ; ; ] v on Y

d

sind (wie in

(181) und (182)) gegeb en durc h

E

0

3

:= f [3 ; 1] g und E

0

5

:= f [5 ; 1] ; [5 ; 2] g : (194)

d = 15 Es ist Z (15) = Z (3) 
 Z (5), und wir erhalten nac h Satz 1.3.4. eine

Normalbasis v on Z (15) aus Normalbasen v on Z (3) und Z (5). Die b eiden

letzteren k onstruieren wir gem• a� Lemma 1.4.6. Insgesam t ist mit

F

0

3

= ; ; F

+

3

= ; ; F

�

3

= f [3 ; 1] g ;

F

0

5

= f [5 ; 2] g ; F

+

5

= ; ; F

�

5

= f [5 ; 1] + [5 ; 2] g ;

F

0

15

= f ([3 ; 1] ; [5 ; 2]) g ; F

+

15

= f ([3 ; 1] ; [5 ; 1]) + ([3 ; 1] ; [5 ; 2]) g

(195)

und F

�

15

= ; jew eils eine Normalbasis [ F

0

d

; F

+

d

; F

�

d

] v on Z ( d ) f • ur d =

3 ; 5 ; 15 de�niert.

F assen wir Z (15) gem• a� Satz 2.1.3 als Erzeugnis v on G

15

auf, das hei�t,

w enden wir � aus (178), homomorph fortgesetzt auf h G

3

� G

5

i , auf F

+

15

an, so ist � ( F

+

15

) = f [15 ; 1] + [15 ; 7] g .

Algorithm us 1.6.15 liefert n un eine Normalbasis v on L (15). Dies gesc hieh t

dadurc h, da� wir das M E n -System �(15) := ( M

d

; E

d

; n

d

)

d j 15

gem• a� De�ni-

tion 2.2.1 b etrac h ten. Konkret ist nac h dieser De�nition in �(15) jew eils

M

d

= h G

d

i f • ur d j 15. Desw eiteren ist E

1

= E

3

= E

5

= ; , und E

15

und die

Wirkung v on n

15

auf E

15

ist gem• a� der folgenden T ab elle gegeb en:

E

15

n

15

( s ( � � � ))

s (15 ; 5 ; 1) = [15 ; 1] + [15 ; 4] + [15 ; 7] + [15 ; 13] [3 ; 2] � [3 ; 1]

s (15 ; 5 ; 2) = [15 ; 2] + [15 ; 8] + [15 ; 11] + [15 ; 14] [3 ; 1] � [3 ; 2]

s (15 ; 3 ; 1) = [15 ; 1] + [15 ; 11] [5 ; 2] � [5 ; 1]

s (15 ; 3 ; 2) = [15 ; 2] + [15 ; 7] [5 ; 4] � [5 ; 2]

s (15 ; 3 ; 3) = [15 ; 13] + [15 ; 8] [5 ; 1] � [5 ; 3]

s (15 ; 3 ; 4) = [15 ; 4] + [15 ; 14] [5 ; 3] � [5 ; 4]

(196)

Mit den Normalbasen der Y

d

= M

d

= hE

d

i aus (195) als Eingab e k onstruieren

wir, indem wir Algorithm us 1.6.15 auf �(15) an w enden, eine Normalbasis

[ G

0

; G

+

; G

�

] v on L (15), und erhalten dab ei insb esondere ( G

0

und G

�

in ter-

essieren hier nic h t w eiter)

G

+

:= f [15 ; 1] + [15 ; 7] � [5 ; 1] � [3 ; 1] g : (197)

Die Abbildung [ d; a ] 7! � ( an=d ) liefert

� (1) + � (7) � � (3) � � (5) = �! (198)

f • ur ein � 2 Z . Durc h direktes Einsetzen der De�nition v on � ( � ) gem• a� (159)

in die link e Seite v on (198) rec hnen wir � = 0 aus und erhalten

� (1) + � (7) � � (3) � � (5) = 0 (199)

als Ennolarelation.
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Diese Konstruktion l• a�t sic h mit SIMA TH [14 ] implemen tieren, und wir erhal-

ten f • ur n = 5005 = 5 � 7 � 11 � 13 die Relation

� (1) + � (2) + � (16) + � (57) + � (71) + � (92) + � (122) + � (136) + � (157) + � (211) +

� (212) + � (276) + � (302) + � (331) + � (366) + � (367) + � (421) + � (422) + � (456) +

� (486) + � (521) + � (562) + � (576) + � (577) + � (617) + � (652) + � (716) + � (717) +

� (731) + � (771) + � (772) + � (786) + � (807) + � (862) + � (926) + � (927) + � (981) +

� (1002) + � (1016) + � (1017) + � (1046) + � (1072) + � (1081 ) + � (113 6) + � (1137) +

� (1171) + � (1212) + � (1226) + � (1277) + � (1291) + � (1332 ) + � (136 6) + � (1367) +

� (1422) + � (1431) + � (1457) + � (1486) + � (1487) + � (1501 ) + � (152 2) + � (1576) +

� (1577) + � (1641) + � (1696) + � (1717) + � (1731) + � (1732 ) + � (177 2) + � (1786) +

� (1787) + � (1851) + � (1886) + � (1926) + � (1927) + � (1941 ) + � (198 2) + � (2017) +

� (2047) + � (2081) + � (2082) + � (2136) + � (2137) + � (2172 ) + � (220 1) + � (2227) +

� (2291) + � (2292) + � (2346) + � (2367) + � (2381) + � (2411 ) + � (243 2) + � (2446) +

� (2487) + � (2501) + � (2502) + � (2577) + � (2641) + � (2642 ) + � (265 6) + � (2696) +

� (2697) + � (2731) + � (2732) + � (2787) + � (2796) + � (2851 ) + � (285 2) + � (2887) +

� (2927) + � (2941) + � (2942) + � (3006) + � (3061) + � (3082 ) + � (309 6) + � (3137) +

� (3151) + � (3202) + � (3216) + � (3291) + � (3292) + � (3347 ) + � (335 6) + � (3382) +

� (3411) + � (3412) + � (3446) + � (3447) + � (3501) + � (3502 ) + � (356 6) + � (3642) +

� (3656) + � (3657) + � (3697) + � (3711) + � (3732) + � (3776 ) + � (379 7) + � (3811) +

� (3851) + � (3852) + � (3866) + � (3942) + � (4006) + � (4007 ) + � (406 1) + � (4062) +

� (4096) + � (4097) + � (4126) + � (4152) + � (4161) + � (4216 ) + � (421 7) + � (4292) +

� (4306) + � (4357) + � (4371) + � (4412) + � (4426) + � (4447 ) + � (450 2) + � (4566) +

� (4567) + � (4581) + � (4621) + � (4656) + � (4657) + � (4712 ) + � (472 1) + � (4776) +

� (4777) + � (4811) + � (4812) + � (4852) + � (4866) + � (4867) + � (4931) � � (5) +

� (45) + � (120) + � (185) � � (355) + � (365) + � (430) + � (500) + � (575) + � (640) +

� (885) + � (890) + � (925) + � (955) + � (1135) + � (1200) + � (1275) + � (1340) +

� (1345) + � (1410) � � (1510) + � (1550) + � (1 615) + � (16 95) � � (1720) + � (17 30) +

� (1795) + � (1940) + � (2005) � � (2280) + � (2290) + � (23 20) + � (2355 ) + � (2 385) +

� (2565) + � (2705) + � (2710) + � (2770) + � (27 75) + � (2850 ) � � (2875 ) + � (2 980) +

� (3060) � � (3085) + � (3095) + � (3125) + � (3 160) + � (33 05) + � (337 0) + � (3620 ) �

� (3645) + � (3720) + � (3750) + � (3760) + � (4005) + � (4075 ) + � (413 5) + � (4140) +

� (4215) � � (4240) + � (4280) + � (4460) + � (4490) + � (45 25) + � (4530 ) + � (4 735) +

� (4775) + � (4915) + � (4985) � � (14) � � (112) � � (189) � � (259) � � (294) � � (322) �

� (392) � � (399) � � (469) � � (497) � � (504) � � (574) � � (644) � � (714) � � (854) �

� (882) � � (952) � � (959) � � (1029) � � (1064) � � (1099) � � (1169) � � (1407) �

� (1414) � � (1477) � � (1484) � � (1554) � � (1624) � � (1652) � � (1659) � � (1862) �

� (1869) � � (1939) � � (2009) � � (2037) � � (2107) � � (2114) � � (2219) � � (2247) �

� (2317) � � (2324) � � (2394) � � (2429) � � (2499) � � (2562) � � (2569) � � (2779) �

� (2807) � � (2884) � � (2954) � � (2989) � � (3017) � � (3024) � � (3192) � � (3339) �

� (3374) � � (3402) � � (3409) � � (3472) � � (3479) � � (3577) � � (3584) � � (3654) �

� (3794) � � (3864) � � (3934) � � (3962) � � (4032) � � (4039) � � (4109) � � (4144) �

� (4172) � � (4249) � � (4319) � � (4354) � � (4487) � � (4494) � � (4557) � � (4564) �

� (4704) � � (4739) � � (4809) � � (4942) � � (4949) � � (22) � � (176) � � (187) �

� (341) � � (627) � � (781) � � (792) � � (946) � � (1177) � � (1331) � � (1342) �

� (1496) � � (1782) � � (1947) � � (2101) � � (2332) � � (2486) � � (2497) � � (2871) �
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� (3102) � � (3476) � � (3487) � � (3641) � � (3872) � � (4026) � � (4191) � � (4477) �

� (4631) � � (4642) � � (4796) � � (26) � � (208) � � (221) � � (468) � � (48 1) � � (67 6) �

� (741) � � (923) � � (936) � � (1196) � � (1391) � � (1586) � � (1651) � � (1768) �

� (2041) � � (2106) � � (2301) � � (2483) � � (2496) � � (2756) � � (2951) � � (3016) �

� (3198) � � (3211) � � (3471) � � (3666) � � (3926) � � (4043) � � (4316) � � (4381) �

� (4498) � � (4758) � � (4771) � � (105) + � (490) + � (840) + � (945) + � (1225) +

� (1260) + 2 � (1610) + � (1645) + � (1715) � � (1960) + � (2065) + � (2100) � � (2450) +

� (2765) � � (2835) + 2 � (3535) + � (3570) + � (3920) + � (3990) + � (4025) � � (4270) +

� (4340) + � (4410) � � (4655) + � (4690) � � (4725) + � (4795 ) � � (110) � � (495) �

� (825) � � (1265) � � (2420) � � (3190) � � (3630) + � (3905) � � (4345) � � (4400) �

� (4785) � � (130) � � (1495) � � (1560) + � (2340) � � (2925 ) � � (37 05) + � (46 15) +

2 � (462) + � (1309) + � (2387) + � (2464) + � (3157) + 2 � (431 2) + � (43 89) + � (182) +

� (637) + � (1092) + � (1456) + � (1547) + � (2457) + � (3276) + � (3367) + � (3822 ) +

� (4277) + � (286) + � (2288) + � (2431) + � (3146) + � (385) + � (770) + 2 � (1155) �

3 � (1540) + � (2310) + � (455) � � (1365) � � (2275) + � (1430) + 56 ! = 0

als Ennolarelation.

Das zur Berec hn ung dieser Relation b en utzte Programm ist im w esen tlic hen

eine mo di�zierte F orm des im Anhang b esc hrieb enen Programms f • ur Kreis-

einheiten. Wir skizzieren im folgenden, wie sic h zumindest f • ur ungerades

quadratfreies n v eri�zieren l• a�t, da� diese Relation in der T at nic h t aus Rela-

tionen aus (160) und (161) gebildet wird. Es sei darauf hingewiesen, da� sic h

dieser T est mit et w as mehr Aufw and auc h auf allgemeines n an w enden l• a�t.

� Es sei J das freie Erzeugnis v on ! und der Elemen te � ( i ) f • ur i = 1 ; : : : ; n .

W eiter sei

E := f a 2 f 1 ; : : : ; n � 1 g ; [ a mo d p ] 2 f 1 ; p � 1 g f • ur alle p j n prim g :

(200)

Auf J de�nieren wir den gewic h teten Augmen tationshomomorphism us

mo dulo 2 gem• a�

g

aug : J ! Z = 2 Z

n � 1

X

i =1

�

i

� ( i ) + �! 7!

0

@

X

j 2 E

�

j

1

A

mo d 2 :

(201)

� F a�t man die Relationen aus (160) und (161) als Elemen te v on J auf

(indem man \=" durc h \ � " ersetzt), so zeigt man, da�

g

aug auf diesen

Elemen ten jew eils gleic h Null ist. F • ur (160) erh• alt man dies direkt aus

[ n � a mo d p ] = p � a . F • ur (161) b en utze man, da� im F all a 62 E die

Menge X := f a + �

n

d

; � = 0 ; : : : ; d � 1 g mit E leeren Sc hnitt hat, und

im anderen F all in X genau in gerader Anzahl die x aus E v ork ommen,

die x � a mo d n=d erf • ullen. Dies l• a�t sic h mit elemen tarer Kongruenz-

rec hn ung nac hrec hnen.
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� Da

g

aug Homomorphism us ist, hat jedes Elemen t aus J , das sic h als Kom-

bination v on Relationen gem• a� (160) und (161) darstellen l• a�t, eb enfalls

gewic h tete Augmen tation Null mo dulo 2.

Die ob en b erec hnete Relation hat ab er gewic h tete Augmen tation Eins,

da � (1) das einzige � ( i ) mit i 2 E ist, das in obiger Relation v ork omm t.
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A Anhang: Algorithmisc he Umsetzung

Bei der Diskussion der einzelnen Konstruktionen v on Basen im Rahmen dieser

Arb eit wurde immer wieder auc h auf die explizite Berec hen bark eit der Basen

hingewiesen.

In Bezug auf Basen stellt sic h zus• atzlic h die F rage, wie man die Basisdarstel-

lung v on einer gegeb enen Kreiseinheit erh• alt. In diesem Anhang geb en wir

dazu einen Algorithm us an, der eine solc he Darstellung b erec hnet, w ob ei auf

die bisher en t wic k elten Metho den zur • uc kgegri�en wird. Das urspr • unglic he

Problem, die Bestimm ung einer Basis der Kreiseinheiten, ist mit dem folgen-

den Algorithm us eb enfalls abgedec kt, indem man alle Kreiseinheiten 1 � �

a

n

b ezieh ungsw eise

1 � �

a

n

1 � �

n

f • ur 1 � a < n durc hl• auft und diejenigen ausgibt, die

als Basisdarstellung sic h selbst hab en.

Der Algorithm us wurde in der ob jektorien tierten Programmiersprac he C++

mit Hilfe v on SIMA TH [14] implemen tiert, und das dab ei en tstandene Pro-

gramm ist un ter h ttp://emm y .math.uni-sb.de/ � marc frei erh• altlic h. Die fol-

gende Besc hreibung der Algorithmen in diesem Anhang ist m• oglic hst imple-

mentierungsnah gew• ahlt. Um dab ei ab er nic h t den Bezug zu den in der

v orliegenden Arb eit en twic k elten Metho den zu v erlieren, wird zu jedem Al-

gorithm us erl• autert, wie die einzelnen Sc hritte mit diesen Metho den zusam-

menh• angen.

Zun• ac hst b ehandeln wir den einfac heren F all der Kreiszahlen. Ansc hlie�end

geb en wir einen Algorithm us f • ur die Kreiseinheiten an, der auf dem f • ur die

Kreiszahlen aufbaut. Sc hlie�lic h w erden im letzten Absc hnitt einige Beispiel-

rec hn ungen v orgef • uhrt.

A.1 Der Algorithm us f • ur Kreiszahlen

Wir arb eiten im Algorithm us mit den folgenden Ob jekten:

� Erzeugende Kreiszahlen 1 � �

a

n

, mit n 2 N und a 2 G

n

, im folgenden mit

u

n;a

o der u

�

, w ob ei � das T up el ( n; a ) darstellt, b ezeic hnet.

� Pro dukte P =

Q

u

a

�

�

:=

Q

(1 � �

a

n

)

a

�

v on den Kreiszahlen, w ob ei das

Pro dukt alle T up el � = ( n; a ) mit n 2 N und a 2 G

n

durc hl• auft, ab er

fast alle a

�

= 0 sind.

Eine grob e V ersion eines Algorithm us, der die Basisdarstellung einer Kreiszahl

b erec hnet, sieh t wie folgt aus.

Algorithm us A.1.1 Ge geb en sei ein Pr o dukt

Q

u

a

�

�

. Der folgenden A lgorith-

mus b er e chnet eine Basisdarstel lung dieses Pr o dukts.

0. Setze P :=

Q

u

a

�

�

.
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1. Sind al le u

�

mit a

�

> 0 Basiselemente, dann b e�ndet sich P b er eits in

Basisdarstel lung. Gib P aus und b e ende den A lgorithmus.

2. W• ahle k mit a

k

6= 0 , so da� u

k

kein Basiselement ist.

3. Schr eib e \in ge eigneter Weise" u

k

=

Q

u

b

�

�

.

4. Setze P := u

� a

k

k

Q

u

a

�

+ a

k

b

�

�

.

5. Gehe zu Schritt 1.

Der Erfolg des Algorithm us steh t und f• allt mit der Realisierung v on Sc hritt 3,

der Darstellung v on u

k

in \geeigneter W eise". O�ensic h tlic h ist u

k

= u

k

in

Sc hritt 3 nic h t geeignet, und das andere Extrem, die V orsc hrift \Sc hreib e u

k

als Pro dukt v on Basiselemen ten", gewisserma�en eine P araphrasierung v on

Algorithm us A.1.1, also auc h nic h t brauc h bar.

Im folgenden b enennen wir den umst• andlic hen Ausdruc k \sc hreib e u

k

als" kurz

mit \ u

k

en t wic k eln". Algorithm us A.1.1 liest sic h dann in Kurzfassung:

En t wic kle die F aktoren u

k

v on

Q

u

a

�

�

so lange, bis es nic h ts mehr

zu en t wic k eln gibt.

Dab ei sind wir an einer m• oglic hst einfac h realisierbaren En t wic klung in ter-

essiert, die ab er denno c h in Algorithm us A.1.1 w eiterf • uhrt.

Wir w erden die folgenden elemen taren M• oglic hk eiten b en utzen, um u

k

zu en t-

wic k eln, die wir hier zun• ac hst b enennen und sp• ater explizit algorithmisc h

b esc hreib en w erden.

B) En t wic kle gar nic h t, u

k

liegt b ereits in der Basis B .

S) En t wic kle durc h k omplexe Konjugation.

Z- p ) En t wic kle mit Hilfe der Zeilensumme b ez • uglic h einem Prim teiler p v on n .

E) En t wic kle nac h Ennola.

H) En t wic klung v on u

2 ; 1

.

Wir geb en n un mit einer ansc hlie�enden Erl• auterung einen Algorithm us an, der

en tsc heidet, w elc hes u

k

wie en t wic k elt w erden soll. Danac h geb en wir in zw ei

w eiteren Algorithmen die En t wic klungen explizit an, und zeigen sc hlie�lic h,

da� mit dieser W ahl Algorithm us A.1.1 das Gew • unsc h te liefert. Mit der

Sc hreib w eise c := a mo d q meinen wir im folgenden dasjenige c 2 G

q

mit

c � a mo d q .

Algorithm us A.1.2 Es sei eine erzeugende Kr eiszahl u

�

ge geb en. Der fol-

gende A lgorithmus entscheidet, wie u

�

= u

n;a

f • ur n 2 N und a 2 G

n

entwickelt

wer den sol l. Er liefert also eine der Metho den B, S, Z- p , E o der H zur • uck.
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0. (Initialisierung) Es sei n = p

�

1

1

� � � p

�

r

r

die eindeutige Zerle gung in Prim-

faktor en, und q

i

:= p

�

i

i

.

1. (En tsc heidung) Behand le den ersten der folgenden F• al le, der auf n zu-

tri�t:

I) n = 2 ? Gib H aus.

II) n = 4 ? Ist a = 1 , so gib B aus, sonst S.

III) n = p

1

Primzahl? Ist a < p

1

= 2 , so gib B aus, sonst S.

IV) n � 2 mo d 4 ? Gib Z- 2 aus.

V) n quadr atfr ei o der n = 4 u mit u quadr atfr ei? F • ur i = 1 ; : : : ; r sei

a

i

:= a mo d q

i

.

V,i) Sind al le a

i

= 1 f • ur i = 1 ; : : : ; r , so gib E aus, fal ls r unger ade

und gib B aus, fal ls r ger ade.

V,ii) Es sei l minimal mit a

l

6= 1 . Ist a

l

< q

l

= 2 , so gib S aus.

V,iii) Sind al le a

i

f • ur i = l ; : : : ; r ungleich q

i

� 1 , so gib B aus.

V,iv) Es sei k minimal mit a

k

= q

k

� 1 . Gib Z- p

k

aus.

VI) al le sonstigen n : F • ur i = 1 ; : : : ; r sei a

i

:= a mo d p

i

fal ls �

i

= 1 .

A nsonsten sei �

i

:= a mo d q

i

=p

i

und a

i

:= (( a mo d q

i

) � �

i

) =p

�

i

� 1

i

.

VI,i) Es sei l minimal mit q

l

6= 4 und �

l

> 1 . Ist �

l

> p

� � 1

l

= 2 , so gib

S aus.

VI,ii) Ist a

i

6= p

i

� 1 f • ur al le i = 1 ; : : : ; r , dann gib B aus.

VI,iii) Es sei l minimal mit a

l

= p

l

� 1 . Gib Z- p

l

aus.

Wir geb en kurz an, wie dieser Algorithm us mit den bisher en t wic k elten Ba-

sisk onstruktionen zusammenh• angt. Die F• alle I und I I sind lediglic h Sp ezial-

f• alle, die aus der Nic h tgutartigk eit des Kreissystems zu n = 4 resultieren (man

v ergleic he F all b, ii v on Satz 2.2.14).

F all I I I b ehandelt den F all, da� n = p Primzahl ist. In diesem F all ist

d

D

( p )
�

=

h G

p

i

+

. Die im Algorithm us zugrundegelegte Basis v on h G

p

i

+

ist

f 1 ; : : : ; b p= 2 cg .

F all IV ist der triviale F all n � 2 mo d 4. In diesem F all ist Z ( n ) = 0, und

zw ar desw egen, w eil a 2 G

n

gleic hzeitig gleic h s ( n; 2 ; a ), das hei�t, gleic h der

Zeilensumme •ub er die Komp onen te G

2

ist. In diesem F all en t wic k eln wir a

gem• a� [ a ] = s ( n; 2 ; a ) = � n

n

( s ( n; 2 ; a )).

In F all V und VI wird die Quasinormalbasis aus Absc hnitt 2.1.2 zugrunde

gelegt.

Um den Algorithm us v ollst• andig zu erkl• aren, m u� no c h angegeb en w erden, wie

die En t wic klungen k onkret aussehen. Zun• ac hst geb en wir die En t wic klungen

an, die durc h Normrelationen und k omplexe Konjugation en tstehen.

Algorithm us A.1.3 Die Entwicklungen S, Z- p und H f • ur eine erzeugende

Kr eiszahl u

k

= u

n;a

aus A lgorithmus A.1.2 wer den explizit wie folgt b er e chnet.



A.1 Der A lgorithmus f • ur Kr eiszahlen 111

S: Mit S b ezeichnen wir die Entwicklung mit Hilfe der R elation, die dur ch

komplexe Konjugation entsteht. Wir nutzen also u

n;a

= u

n;n � a

aus, und

geb en daher u

n;n � a

zur • uck.

Z- p : Hier nutzen wir die Normr elation, die dur ch Bildung der R elativnorm

von Q ( �

n

) ! Q ( �

n=p

) entstehen, aus (ver gleiche (118)). Explizit hei�t

das, da� wir das Pr o dukt u

k

s

� 1

p

n ( s

p

)

� 1

zur • uckgeb en. Mit d := n=p und

b := a mo d d b er e chnen sich n ( s

p

) und die Zeilensumme s

p

wie folgt:

s

p

: F • ur i = 0 , . . . , p � 1 sei c

i

:= b + id . Setze

s

p

:=

Y

i =0 ;::: ;p � 1

( c

i

;n )=1

u

n;c

i

: (202)

n ( s

p

): Gilt p j d , so setze n ( s

p

) := u

� 1

d;b

. A nsonsten setze n ( s

p

) := u

� 1

d;b

u

d;bc

mit c := p

� 1

mo d d .

H: F • ur u

2 ; 1

ist eine Sonderb ehand lung erfor derlich (ver gleiche etwa die Dis-

kussion um die Nichtgutartigkeit des Kr eissystems im F al l n � 0 mo d

4 ). Be gr • undet dur ch die Normr elation u

2 ; 1

= u

4 ; 1

u

4 ; 3

geb en wir u

4 ; 1

u

4 ; 3

zur • uck.

Im folgenden geb en wir an, wie die in Satz 3.4.1 en t wic k elte Ennolarelation

algorithmisc h umgesetzt wird. Dab ei b en utzen wir die T atsac he, da� das

Quadrat der Ennolarelation wiederum eine Relation ist, die aus Relationen

Z- p , S und H zusammengesetzt ist. Es reic h t daher aus, eine geeignete Rela-

tion u

2

k

=

Q

u

a

�

�

anzugeb en, die so aufgebaut ist, da� b ei der Berec hn ung der

Basisdarstellung

Q

u

b

�

�

v on

Q

u

a

�

�

nic h t mehr u

k

en t wic k elt w erden m u�. Als

Basisdarstellung v on u

k

erhalten ist dann

Q

u

b

�

= 2

�

. An dieser Stelle wird der

der Algorithm us also rekursiv.

Algorithm us A.1.4 Es sei eine erzeugende Kr eiszahl u

k

ge geb en. Der fol-

gende A lgorithmus b er e chnet die Entwicklung E nach Ennola.

0. (Initialisierung) Es sei n = p

�

1

1

� � � p

�

r

r

die eindeutige Zerle gung von n in

Primzahlp otenzen. Es sei weiter q

i

:= p

�

i

i

.

1. (Der S

q

-Op erator) Zun• achst f • uhr en wir den Op er ator S

q

auf einer erzeu-

genden Kr eiszahl u

n;b

f • ur q = q

i

ein. Dieser Op er ator or dnet u

n;b

die

erzeugende Kr eiszahl u

n;c

zu mit c � � b mo d q und c � b mo d n=q .

2. (Die S

q

-Spur) Setze v

(1)

:= u

k

und b er e chne f • ur i = 1 ; : : : ; r jeweils

v

( i +1)

:= S

q

i

v

( i )

.

3. (Berec hn ung der Zeilensummen) Zu je dem p

i

und v

( i )

mit i = 1 ; : : : ; r

b er e chne das Pr o dukt Q

i

:= s

p

i

n ( s

p

i

) mit s

p

i

und n ( s

p

i

) wie in T eil Z- p

in A lgorithmus A.1.3.
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4. (Berec hn ung der W ec hselsumme) Setze P := v

(1)

v

( r +1)

r

Y

i =1

Q

( � 1)

i

i

.

5. (En t wic klung und Ausgab e) Ber e chne mit A lgorithmus A.1.1 die Basis-

darstel lung

Q

u

a

�

�

von P . Gib

Q

u

a

�

= 2

�

als Basisdarstel lung von u

k

aus.

Es ruft Algorithm us A.1.4 demnac h rekursiv den urspr • unglic hen Algorithm us

A.1.1 auf. Dies stellt k ein prinzipielles Problem dar, da b ei der En t wic klung

v on P in Sc hritt 5 diese Ennolaen t wic klung nic h t mehr gen utzt wird. In den

Beispielen zeigen wir, wie sic h die Rekursion v ermeiden l• a�t, w as den Algo-

rithm us insgesam t b esc hleunigt.

Wir skizzieren im folgenden, wie sic h die Korrektheit v on Algorithm us A.1.1

b ew eisen l• a�t.

Satz A.1.5 Es liefert A lgorithmus A.1.1 in V erbindung mit den A lgorithmen

A.1.2, A.1.3 und A.1.4 in der T at eine Basisdarstel lung eines Pr o duktes

Q

u

a

�

�

.

Beweisskizze

Man •ub erpr • uft zun• ac hst, da� in Algorithm us A.1.2 genau dann B ausgegeb en

wird, falls u

k

ein Basiselemen t ist. Au�erdem spiegeln die einzelnen En t wic k-

lungssc hritte E, Z- p , S und H die Relationen, die durc h Zeilensummen und

durc h k omplexe Konjugation en tstanden sind, wider. Das hei�t, in jedem

Sc hritt v on Algorithm us A.1.1 stellt P in der T at immer die gleic he Kreiszahl

dar.

Aus dieser Beobac h tung heraus erhalten wir:

T erminiert Algorithm us A.1.1, so liefert er eine Basisdarstellung.

Mit anderen W orten, bisher ist gezeigt, da� der Algorithm us en t w eder un-

endlic h lange l• auft, o der ab er eine Basisdarstellung liefert. Es bleibt zu zeigen,

da� der Algorithm us terminiert.

Die Idee dazu b esteh t darin, da� wir eine v ollst• andige Ordn ung \ < " der u

k

angeb en, die die folgenden Eigensc haften hat:

A) Es existieren n ur endlic he viele u

l

mit u

l

< u

k

.

B) Ist u

k

k ein Basiselemen t, und en t wic k elt man u

k

einmal mit Hilfe der

Algorithmen A.1.2, A.1.3 und A.1.4 zu u

k

=

Q

u

a

�

�

, dann gilt u

�

< u

k

f • ur alle � mit a

�

6= 0.

Da� der Algorithm us terminiert ist mit dieser Ordn ung direkt einzusehen, denn

die u

k

, die k eine Basiselemen te sind, v erkleinern sic h im Sinne dieser Ordn ung

b ei jedem Durc hlauf v on Sc hritt 4 in Algorithm us A.1.1. Die Bedingung A

v erhindert ab er einen unendlic hen Abstieg.

Im Rest dieses Bew eises de�nieren wir die Ordn ung auf den erzeugenden Ele-

men ten u

k

, die die Eigensc haften A und B erf • ullt.
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Im folgenden geb en wir an, wie wir jeder erzeugenden Kreiszahl u

k

ein 4-

T up el � ( u

k

) = ( c

1

; c

2

; c

3

; c

4

) 2 N

4

0

zuordnen. Diese T up el seien ihrerseits

lexik ographisc h geordnet, das hei�t, ( c

1

; c

2

; c

3

; c

4

) < ( d

1

; d

2

; d

3

; d

4

) gelte genau

dann, w enn l 2 f 1 ; 2 ; 3 ; 4 g existiert mit c

l

< d

l

und c

i

= d

i

f • ur 1 � i < l .

Bei der nac hfolgenden F estlegung v on � zeigt sic h, da� jedes 4-T up el n ur

endlic h viele Urbilder u

k

un ter � hat. Die u

k

mit jew eils gleic hem � -W ert

seien irgendwie geordnet. Ansonsten sei u

k

< u

l

, falls � ( u

k

) < � ( u

l

) ist.

Wir v erw enden zur De�nition v on � die Bezeic hn ungen und F allun tersc heidun-

gen aus Algorithm us A.1.2: Zu u

k

= u

n;a

sc hreib en wir n = p

�

1

1

� � � p

�

r

r

und

q

i

:= p

�

i

i

. Wir legen � wie folgt fest (es gilt der erste zutre�ende F all):

I) n = 2? Es sei � ( u

2 ; 1

) = (4 ; 4 ; 0 ; 0).

I I) n = 4? Es seien � ( u

4 ; 3

) = (4 ; 3 ; 0 ; 0) und � ( u

4 ; 1

) = (4 ; 0 ; 0 ; 0).

I I I) n = p

1

Primzahl? Es sei � ( u

n;a

) = ( n; 0 ; 0 ; 0) f • ur a < p

1

= 2, sonst

( n; 1 ; 0 ; 0).

IV) n � 2 mo d 4? Es sei � ( u

n;a

) = ( n; 0 ; 0 ; 0).

V) n quadratfrei o der n = 4 u mit u quadratfrei? F • ur i = 1 ; : : : ; r sei

a

i

:= a mo d q

i

. Es sei � 2 f 1 ; : : : ; r + 1 g maximal, so da� a

i

2 f 1 ; p

�

� 1 g

f • ur 0 < i < � ist. W eiter sei � = 1, falls a

�

< q

�

= 2 und � = 0 sonst.

Sc hlie�lic h sei � die Anzahl der a

i

mit a

i

= q

i

� 1, f • ur i = 1 ; : : : ; r . Mit

diesen W erten de�nieren wir � ( u

n;a

) = ( n; � ; � ; � ).

VI) alle sonstigen n : F • ur i = 1 ; : : : ; r sei a

i

:= a mo d p

i

, falls �

i

= 1. Sonst

sei �

i

:= a mo d q

i

=p

i

und a

i

:= (( a mo d q

i

) � �

i

) =p

�

i

� 1

i

.

Es sei l minimal mit p

�

l

l

6= 4 und �

l

> 1. Es sei � = 1, falls �

l

> p

�

l

� 1

l

= 2,

und sonst � = 0. Sc hlie�lic h sei � die Anzahl der a

i

mit a

i

= p

i

� 1. Wir

de�nieren � ( u

n;a

) = ( n; 0 ; � ; � ).

A.2 Der Algorithm us f • ur Kreiseinheiten

•

Ahnlic h wie b ei den Kreiszahlen arb eiten wir mit den folgenden b eiden Ob-

jekten:

� Erzeugende Kreiseinheiten v

n;a

, mit n 2 N und a 2 G

n

, die auc h mit v

�

b ezeic hnet w erden, w ob ei � = ( n; a ) ist. Es ist v

n;a

= 1 � �

a

n

, falls n k eine

P otenz einer Primzahl ist, und v

q ;a

= (1 � �

a

q

) = (1 � �

q

), falls n = q = p

�

die P otenz einer Primzahl ist.

� Pro dukte Q =

Q

�

v

a

�

�

, w ob ei das Pro dukt alle T up el � = ( n; a ) durc h-

l• auft, und fast alle a

�

= 0 sind.

Zur Berec hn ung der Basisdarstellung v on

Q

v

a

�

�

b en utzen wir die gleic he Strate-

gie wie b ei den Kreiszahlen, die in Kurzfassung so aussieh t:
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En t wic kle die F aktoren v

k

v on

Q

v

a

�

�

so lange, bis es nic h ts mehr zu

en t wic k eln gibt.

Um die En t wic klungsstrategien f • ur Kreiseinheiten so w eit wie m• oglic h auf die-

jenigen f • ur Kreiszahlen zur • uc kzuf • uhren, stellen wir zun• ac hst einen Algorithm us

v or, der ein Kreiszahlenpro dukt

Q

u

a

�

�

in ein Kreiseinheitenpro dukt

Q

v

b

�

�

um-

rec hnet. Die umgek ehrte Umrec hn ung ist trivial, es ist jew eils v

q ;a

= u

q ;a

=u

q ; 1

,

b ezieh ungsw eise v

n;a

= u

n;a

zu setzen, je nac hdem, ob n = q Primzahlp otenz

ist o der nic h t.

Algorithm us A.2.1 Es sei ein Pr o dukt P =

Q

u

a

�

�

von erzeugenden Kr eis-

zahlen ge geb en. Der folgende A lgorithmus r e chnet P in ein Pr o dukt Q =

Q

v

b

�

�

von erzeugenden Kr eiseinheiten um, fal ls dieses m• oglich ist.

0. (Initialisierung) Es sei m das kleinste gemeinsame Vielfache al ler n mit

a

�

= a

n;a

6= 0 und m = p

�

1

1

� � � p

�

r

r

die eindeutige Zerle gung von m in

Potenzen von Primzahlen. Es sei weiter q

i

= p

�

i

i

1. (Reduktion auf Primzahlp otenzen) De�nier e Q als das Pr o dukt der F ak-

tor en v

a

�

�

, wob ei � = ( n; a ) der art ist, da� n keine Primzahlp otenz ist.

Str eiche aus P die entspr e chenden F aktor en u

a

�

�

. Jetzt b esteht P nur

no ch aus F aktor en der F orm u

p

�

i

;a

.

2. (Umrec hn ung) F • uhr e f • ur j = 1 ; : : : ; r , p := p

j

, � := �

j

und q := p

�

die

folgenden Schritte aus:

I) F • uhr e f • ur � = 1 ; : : : ; � � 1 , al le a 2 G

p

� und � = ( p

�

; a ) die folgen-

den Op er ationen aus:

Q := Qv

a

�

�

,

P := P = (( u

�

=s

p

)

a

�

) mit s

p

=

p � 1

Y

i =0

u

p

� +1

; 1+ ip

�
.

II) Es sei q = p

�

. F • ur al le a 2 G

q

und � = ( q ; a ) f • uhr e die folgenden

Op er ationen aus:

Q := Qv

a

�

�

,

P := P = (( u

�

=u

q ; 1

)

a

�

) .

3. (En tsc heidung und Ausgab e) Ist P = 1 , so ist Q das gesuchte Pr o dukt.

Sonst existiert keine Darstel lung, das hei�t, das urspr • ungliche Pr o dukt

P lie gt nicht in der Grupp e der Kr eiseinheiten.

Ist P

0

das urspr • unglic he Pro dukt P b eim Start des Algorithm us, so mac h t

man die Beobac h tung, da� nac h jedem Sc hritt P

0

= P Q gilt. Insb esondere

wird in Un tersc hritt I v on Sc hritt 2 die in (130) b esc hrieb ene Normrelation

ausgen utzt, auf Grund der u

p

�

; 1

= s

p

ist.
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Da P in Sc hritt 3 h• oc hstens aus F aktoren u

a

�

�

mit � = ( p

�

; 1) b esteh t, die k eine

Einheiten und v oneinander linear unabh• angig sind (Lemma 3.1.4), ist P genau

dann gleic h Eins, w enn P

0

b ereits eine Kreiseinheit ist.

Algorithm us A.2.1 erm• oglic h t es, das Problem der Kreiseinheiten im zusam-

mengesetzten F all zur • uc kzuf • uhren auf das En t wic k eln im Kreiszahlfall. Die

eigen tlic he Arb eit m u� n ur no c h getan w erden, w enn v

�

= v

q ;a

mit einer

Primzahlp otenz q ist. In diesem F all gibt es die folgenden M• oglic hk eiten der

En t wic klung einer erzeugenden Kreiseinheit v

�

, die wir zun• ac hst au
isten und

sp• ater explizit angeb en:

B) En t wic kle gar nic h t, v

�

ist T eil der Basis.

S) En t wic kle gem• a� k omplexer Konjugation.

Z) En t wic kle •ub er Zeilensummen gem• a� (45).

T) En t wic kle trivial zu 1 (b eispielsw eise v

q ; 1

).

Der En tsc heidungsalgorithm us sieh t wie folgt aus.

Algorithm us A.2.2 Es sei eine erzeugende Kr eiseinheit v

n;a

ge geb en. Der

folgende A lgorithmus entscheidet, wie v

n;a

entwickelt wer den sol l, liefert also

eine der Metho den B, E, Z- p , S, Z o der T zur • uck.

Behand le den ersten der folgenden F• al le, der auf n zutri�t:

I) n keine Potenz einer Primzahl? Gib B, S, Z- p o der E aus, je nachdem

was A lgorithmus A.1.2 f • ur u

n;a

liefert.

II) n = 2 o der n = 4 ? Gib T aus.

III) n Primzahl? Ist a = 1 , gib T aus. Ist sonst a < p= 2 , so gib B aus, sonst

S.

IV) sonstige n (Es ist nun n = p

�

die Potenz einer Primzahl mit � > 1 ).

IV,i) Setze � := a mo d p

� � 1

und b := ( a � � ) =p

� � 1

.

V,ii) Ist � > p

� � 1

= 2 ? Gib S aus.

V,iii) Ist b 6= 0 ? Gib B aus.

V,iv) Ist � = 1 ? Gib T aus.

V,v) Gib Z aus.

Die zugeh• origen En t wic klungsalgorithmen sehen folgenderma�en aus. Die En t-

wic klungsstrategien E und Z- p b en utzen die Kreiszahlenalgorithmen. Strategie

Z ist eine

•

Ub ertragung v on Gleic h ung (45).

Algorithm us A.2.3 Die Entwicklungen E, Z- p , S, T und Z einer erzeugen-

den Kr eiseinheit v

n;a

aus A lgorithmus A.2.2 wer den wie folgt b er e chnet:
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E,Z- p : Entwickle v

n;a

als u

n;a

mit Hilfe der A lgorithmen A.1.1, A.1.2 und

A.1.3 zu P =

Q

�

u

a

�

�

. R e chne anschlie�end mit A lgorithmus A.2.1 P zu

Q =

Q

�

v

b

�

�

um, und gib Q zur • uck.

S: Gib v

n;n � a

zur • uck.

T: Gib 1 zur • uck.

Z: Schr eib e n = p

�

. Gib v

n;a

( s

a

=s

1

)

� 1

n ( s

a

=s

1

)

� 1

zur • uck. Es ist dab ei mit

d := q =p und b := a mo d d :

s

a

:=

p � 1

Y

i =1

v

n;b + id

(auch f • ur a = 1 ) und n ( s

a

s

� 1

1

) := v

� 1

d;b

.

Zum Sc hlu� sei no c h angemerkt, da� der Korrektheitsb ew eis des Algorith-

m us zur Berec hn ung der Basisdarstellung b ei Kreiseinheiten direkt analog zu

dem en tsprec henden Bew eis f • ur Kreiszahlen (Satz A.1.5) gef • uhrt w erden k ann.

Dab ei k ann man zur De�nition der Ordn ung auf den erzeugenden Kreisein-

heiten v

k

sogar � ( v

k

) := � ( u

k

), mit � wie in der Bew eisskizze zu Satz A.1.5

angegeb en, w• ahlen.

A.3 Beispiele

Wir geb en in diesem Absc hnitt Beispiele f • ur Basen und En t wic klungen an.

Einmal f • ur n = 60, da dies die kleinste Zahl ist, b ei der eine Ennolarelation

auftritt (Das Beispiel v on Ennola in [4 ] ist •ubrigens f • ur n = 105), und f • ur

n = 16, als extremes Beispiel einer Primzahlp otenz. Sc hlie�lic h zeigen wir eine

Ennolarelation f • ur n = 3 � 4 � 5 � 7 � 11 = 4620.

n = 60

Eine Basis erh• alt man am einfac hsten, indem man alle erzeugenden Einheiten

mit Algorithm us A.2.2 •ub erpr • uft und diejenigen mit Ergebnis B ausgibt. Man

�ndet damit

1 � �

37

60

, 1 � �

17

20

, 1 � �

20

, 1 � �

7

15

, 1 � �

15

, 1 � �

12

,

1 � �

2

5

1 � �

5

als Basis v on C

(60)

.

Wir geb en n un exemplarisc h an, wie u = 1 � �

41

60

als Pro dukt v on Basiselemen ten

dargestellt wird. Es sei no c h einmal darauf hingewiesen, da� alle Gleic hheiten

mo dulo Einheitswurzeln zu v erstehen sind. Ob und nac h w elc her Metho de

eine erzeugende Einheit jew eils en t wic k elt wird, en tsc heidet sic h nac h Algo-

rithm us A.2.2. Liefert dieser nic h t B, also liegt die erzeugende Einheit nic h t

in der Basis, so erhalten wir die En t wic klung explizit aus Algorithm us A.2.3.

Es wird u = 1 � �

41

60

nac h Z-3 en t wic k elt. Wir erhalten:

u = (1 � �

60

)

� 1

(1 � �

20

)

�

1 � �

7

20

�

� 1

: (203)
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Jetzt wird irgendeine erzeugende Einheit aus der rec h ten Seite v on (203), die

nic h t selbst sc hon Basiselemen t ist, en t wic k elt. Im Prinzip ist es gleic hg • ultig,

w elc he v on diesen erzeugenden Einheiten wir ausw• ahlen. Wir w• ahlen hier

wie auc h in den folgenden Sc hritten die gem• a� der in der Bew eisskizze v on

Satz A.1.5 de�nierten Ordn ung gr• o�te, w omit wir es v ermeiden, ev en tuell

zw eimal die gleic he erzeugende Einheit zu en t wic k eln. Demen tsprec hend en t-

wic k eln wir n un 1 � �

60

.

Als En t wic klungsmetho de erhalten wir E, das hei�t, wir en t wic k eln nac h Al-

gorithm us A.1.4. Wir f • uhren dab ei jedo c h n ur die Sc hritte 0-4 aus. Den

rekursiv en Sc hritt 5 lassen wir w eg. In Sc hritt 4 gilt (1 � �

60

)

2

= P , o der

explizit

(1 � �

60

)

2

=

�

1 � �

23

60

�

� 1

�

1 � �

47

60

�

� 1

( 1 � �

30

)

�

1 � �

11

20

�

� 1

�

1 � �

17

20

�

�

1 � �

7

12

�

� 1

�

1 � �

11

12

�

:

(204)

Dieses in das Quadrat v on (203) eingesetzt ergibt

u

2

=

�

1 � �

23

60

� �

1 � �

47

60

�

(1 � �

30

)

� 1

(1 � �

20

)

2

�

1 � �

7

20

�

� 2

(1 � �

11

20

) (1 � �

17

20

)

� 1

�

1 � �

7

12

� �

1 � �

11

12

�

� 1

:

(205)

Wir erhalten als w eitere En t wic klungen

1 � �

23

60

=

�

1 � �

53

60

�

� 1

�

1 � �

23

30

�

nac h Z-2

1 � �

53

60

=

�

1 � �

13

60

�

� 1

�

1 � �

11

20

�

� 1

�

1 � �

13

20

�

nac h Z-3

1 � �

13

60

= 1 � �

47

60

nac h S

1 � �

47

60

=

�

1 � �

17

60

�

� 1

�

1 � �

17

30

�

nac h Z-2

1 � �

17

60

=

�

1 � �

37

60

�

� 1

�

1 � �

17

20

� �

1 � �

19

20

�

� 1

nac h Z-3 :

(206)

Dies eingesetzt in (205) ergibt

u

2

=

�

1 � �

37

60

�

2

(1 � �

30

)

� 1

�

1 � �

17

30

�

2

�

1 � �

23

30

�

(1 � �

20

)

2

�

1 � �

7

20

�

� 2

�

1 � �

11

20

�

2

�

1 � �

13

20

�

� 1

�

1 � �

17

20

�

� 3

�

1 � �

19

20

�

2

�

1 � �

7

12

� �

1 � �

11

12

�

� 1

:

(207)

Es ist 1 � �

37

60

Basiselemen t. Die F aktoren 1 � �

�

30

w erden alle nac h Z-2 en t wic k elt,

und mit

1 � �

30

= (1 � �

15

)

�

1 � �

8

15

�

� 1

nac h Z-2

1 � �

17

30

= (1 � �

15

)

� 1

�

1 � �

2

15

�

nac h Z-2

1 � �

23

30

=

�

1 � �

4

15

�

� 1

�

1 � �

8

15

�

nac h Z-2

(208)

erhalten wir

u

2

=

�

1 � �

37

60

�

2

(1 � �

20

)

2

�

1 � �

7

20

�

� 2

�

1 � �

11

20

�

2

�

1 � �

13

20

�

� 1

�

1 � �

17

20

�

� 3

�

1 � �

19

20

�

2

(1 � �

15

)

� 3

�

1 � �

2

15

�

2

�

1 � �

4

15

�

� 1

�

1 � �

8

15

�

2

�

1 � �

7

12

�

�

1 � �

11

12

�

� 1

:

(209)
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Mit

1 � �

19

20

=

�

1 � �

9

20

�

� 1

�

1 � �

9

10

�

nac h Z-2

1 � �

9

20

= (1 � �

20

)

� 1

�

1 � �

13

20

�

� 1

�

1 � �

17

20

�

� 1

nac h Z-5

1 � �

11

20

= (1 � �

20

)

� 1

(1 � �

10

) nac h Z-2

1 � �

13

20

= 1 � �

7

20

nac h S

1 � �

7

20

=

�

1 � �

17

20

�

� 1

�

1 � �

7

10

�

nac h Z-2

(210)

und

1 � �

4

15

= (1 � �

15

)

� 1

�

1 � �

7

15

�

� 1

�

1 � �

13

15

�

� 1

1 � �

3

1 � �

3

 

1 � �

2

3

1 � �

3

!

� 1

nac h Z-5

1 � �

8

15

=

�

1 � �

13

15

�

� 1

�

1 � �

5

1 � �

5

�

� 1

1 � �

3

5

1 � �

5

nac h Z-3

1 � �

13

15

= 1 � �

2

15

nac h S

1 � �

2

15

=

�

1 � �

7

15

�

� 1

1 � �

2

5

1 � �

5

 

1 � �

4

5

1 � �

5

!

� 1

nac h Z-3

(211)

erhalten wir

u

2

=

�

1 � �

37

60

�

2

(1 � �

20

)

2

(1 � �

15

)

� 2

�

1 � �

7

12

�

�

1 � �

11

12

�

� 1

(1 � �

10

)

2

�

1 � �

7

10

�

� 1

�

1 � �

9

10

�

2

�

1 � �

5

1 � �

5

�

� 2

1 � �

2

5

1 � �

5

 

1 � �

3

5

1 � �

5

!

2

 

1 � �

4

5

1 � �

5

!

� 1

�

1 � �

3

1 � �

3

�

� 1

1 � �

2

3

1 � �

3

:

(212)

Die En t wic klungen

1 � �

11

12

=

�

1 � �

5

12

�

� 1

�

1 � �

5

6

�

nac h Z-2

1 � �

5

12

= (1 � �

12

)

� 1

1 � �

4

1 � �

4

 

1 � �

3

4

1 � �

4

!

� 1

nac h Z-3

1 � �

7

12

= (1 � �

12

)

� 1

(1 � �

6

) nac h Z-2

1 � �

10

=

1 � �

5

1 � �

5

 

1 � �

3

5
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eingesetzt in (212) ergeb en

u
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=
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�
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:

(214)

Die erzeugenden Einheiten 1 � �

6

, 1 � �

5

6

,
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5
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5

,
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4

5
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5

,
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4
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4

,
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3

4

1 � �

4

,

1 � �

3

1 � �

3

und

1 � �

2

3

1 � �

3

en t wic k eln sic h alle (ev en tuell •ub er einen Um w eg •ub er Z-2 und S)

zu 1. Ziehen wir die Quadrat wurzel aus dem v erbleib enden Pro dukt, erhalten

wir sc hlie�lic h als Basisdarstellung v on u = 1 � �

41

60

das Pro dukt

u =

�

1 � �

37
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�
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)

� 1
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)
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� 1

:

(215)

Diese Gleic hheit gilt mo dulo Einheitswurzeln. Um Gleic hheit als k omplexe

Zahlen zu erhalten, k ann man b ei den S-En t wic klungen jew eils die Einheitswur-

zeln b er • uc ksic h tigen und b eim W urzelziehen das V orzeic hen durc h Einsetzen

k onkreter W erte b erec hnen. Alternativ k ann man auc h direkt durc h Einsetzen

ausprobieren, w elc her der W erte �

a

60

mit 0 � a < 59 passt, w as b eispielsw eise

direkt mit dem zum SIMA TH-P ak et [14 ] geh• origen Kalkulator simcalc aus-

gerec hnet w erden k ann. Man erh• alt damit a = 56, also gilt (diesmal nic h t

mo dulo T orsion, sondern direkt als Gleic hheit algebraisc her Zahlen)
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(216)

n = 16

Eine Basis v on C

(16)

erh• alt man wie im F all n = 60. Hier ist sie gegeb en durc h

1 � �

11

16

1 � �

16

,

1 � �

9

16

1 � �

16

,

1 � �

5

8

1 � �

8

.

Gem• a� Algorithm us A.2.2 sind alle En t wic klungen v on erzeugenden Einheiten,

die nic h t in der Basis liegen, au�er einer S- o der T-En t wic klungen. Wir geb en

die einzige Z-En t wic klung an:
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(217)

Bereinigt man diese um F aktoren, die sic h trivial en t wic k eln, en t wic k elt man

1 � �

3

8

1 � �

8

zu

1 � �

5

8

1 � �

8

und b erec hnet man den T orsionsan teil, so erh• alt man
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als Basisdarstellung.

n = 4620

Es ist 4620 nac h Satz 3.4.1 die kleinste Zahl mit 5 Primfaktoren, b ei der

Ennolarelationen auftreten. Eine Basis der Grupp e der Kreiseinheiten b esteh t

aus 479 Elemen ten. Gem• a� Algorithm us A.1.2 wird 1 � �

4620

nac h Ennola
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A.4 Programm tec hnisc he Asp ekte

A.4.1 Optimierungen

Die realen Laufzeiten der Programme, die die Beispiele in Absc hnitt A.3 b e-

rec hnen, liegen im Sekunden b ereic h. Ob w ohl im Rahmen dieses Anhanges

die theoretisc he En t wic klung des Algorithm us im V ordergrund steh t, sollen

an dieser Stelle einige Optimierungsm• oglic hk eiten angespro c hen w erden. Wir

b eziehen uns jew eils n ur auf den Kreiszahlenalgorithm us, die genann ten V er-

b esserungen gelten ab er f • ur Kreiseinheiten sinngem• a�.

Optimierung durc h � -W erte

Die im Bew eis zu Satz A.1.5 eingef • uhrte F unktion � , die jeder Kreiszahl u

k

, ein

Quadrup el � ( u

k

) zuordnet, k ann dadurc h b en utzt w erden, da� man in Sc hritt 2
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v on Algorithm us A.1.1 jew eils ein k mit maximalem u

k

w• ahlt. Dies v erhindert

das ev en tuell dopp elte En t wic k eln des gleic hen u

k

.

P arallelisierung

Ein V orteil v on Algorithm us A.1.2 ist die M• oglic hk eit der P arallelisierbark eit.

Es k• onnen durc haus mehrere u

k

gleic hzeitig en t wic k elt w erden. Beispielsw eise

k• onnen die En t wic klungen in (208) und ansc hlie�end in (210) und so w eiter

problemlos parallel auf v ersc hiedenen Prozessoren ausgef • uhrt w erden.

V ermeidung der Rekursion

Am Beispiel der En t wic klung v on 1 � �

41

60

wurde b ereits v erdeutlic h t, wie man

sic h den Rekursionssc hritt 5 in Algorithm us A.1.4 sparen k ann, indem man

statt der Darstellung v on u die Basisdarstellung v on u

2

b erec hnet und an-

sc hlie�end durc h Ziehen der Quadrat wurzel aus der Darstellung v on u

2

eine

Basisdarstellung v on u erh• alt.

Daten bank en

Da die Basen v on C

( n )

streng hierarc hisc h aufeinander aufbauen, lassen sic h

einmal in C

( n )

gemac h te En t wic klungen wiederv erw enden f • ur En t wic klungen

innerhalb v on C

( m )

mit n j m . Somit lohn t sic h das Absp eic hern v on b esonders

zeitin tensiv en En t wic klungen, b eispielsw eise der Ennolaen t wic klungen.

In terne Darstellung

Sc hlie�lic h sei no c h erw• ahn t, da� die in terne Realisierung der Daten t yp en

Kreiszahl und Pro dukt der Kreiszahlen eine nic h t unerheblic he Rolle spielt.

Beispielsw eise sollte das Pro dukt in tern als eine ge or dnete Liste v on Kreiszahlen

dargestellt w erden, um b eim Zusammenm ultiplizieren zw eier Pro dukte eine

Laufzeit zu erhalten, die linear in der L• ange der b eiden Pro dukte ist (und

nic h t quadratisc h).

A.4.2 Laufzeit

Die Au
istung im Absc hnitt \Optimierung" mac h t sc hon deutlic h, da� die

reale Laufzeit des Algorithm us sehr stark v on der Implemen tierung abh• angt.

Eine gute theoretisc he Absc h• atzung l• a�t sic h auc h desw egen n ur sc h w er ange-

b en, w eil nic h t klar ist, v on w elc hen P arametern die Laufzeit der En t wic klung

v on 1 � �

a

n

abh• angig gemac h t w erden soll. Sic her spielt die Anzahl der Primfak-

toren v on n eine Rolle, jedo c h ist b eispielsw eise die v ollst• andige En t wic klung

v on 1 � �

420

sc hneller b erec hnet, als die v on 1 � �

105

, da ersteres Basiselemen t

ist, letzteres nac h Ennola en t wic k elt wird.

In der Praxis stellt sic h heraus, da� der w esen tlic he F aktor, der die Berec hn un-

gen limitiert, die Anzahl der F aktoren der b ei der En t wic klung auftretenden

Pro dukte ist. Ab einer gewissen Gr• o�e ist der Rec hner fast aussc hlie�lic h mit

der in ternen V erw altung der Pro dukte im Sp eic her b esc h• aftigt. Da die Gr• o�e

der Basis v on C

( n )

nac h Lemma 3.1.2 gleic h

1

2

' ( n ) � 1 ist, m u� im Prinzip

mit Pro dukten dieser Gr• o�enordn ung b ei der Berec hn ung der Basisdarstellung

gerec hnet w erden.

Nimm t man an, da� zw ei Pro dukte v on Kreiszahlen in O ( n ) Sc hritten m ul-
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tipliziert w erden k• onnen, und da� die Sc hritte 1-5 v on Algorithm us A.1.1

h• oc hstens n mal durc hlaufen w erden, erh• alt man zur Berec hn ung der Basis-

darstellung v on 1 � �

a

n

als theoretisc he Laufzeit O ( n

2

).

A.4.3 V eri�k ation des Programmes

Da alle Implemen tierungen b ek ann terma�en F ehler en thalten, sind einige Plau-

sibilit• atstests n • utzlic h, durc h die Programmierfehler en tdec kt w erden k• onnen.

Wir geb en im folgenden vier T ests an:

a) Bei der Berec hn ung der Ennolarelation m u� aus einem Pro dukt Q die

Quadrat wurzel gezogen w erden. An dieser Stelle sollte un b edingt gepr • uft

w erden, ob Q •ub erhaupt Quadrat ist! Der V orteil dieser relativ simplen

Abfrage (Sind alle Exp onen ten durc h 2 teilbar?) ist, da� Programmfehler

so w• ahrend des normalen Betrieb es en tdec kt w erden. Dieser T est wurde

implemen tiert.

b) Man rec hne die link e und rec h te Seite einer Relation im n -ten Kreis-

teilungsk• orp er Q ( �

n

) aus. Die Relation ist k orrekt, w enn sic h b eide

Seiten h• oc hstens um eine Einheitswurzel un tersc heiden. Dies ist o�en-

sic h tlic h die sic herste Metho de. Sie ist jedo c h ev en tuell f • ur gr• o�ere n

zu aufw endig. Dieser T est ist in SIMA TH [14 ] durc hf • uhrbar, da eine

Arithmetik zum Rec hnen in algebraisc hen Zahlk• orp ern zur V erf • ugung

steh t.

c) Man v erfahre wie in b, rec hne jedo c h in den k omplexen Zahlen C , das

hei�t, man rec hne die Pro dukte mit einer gewissen Rec hengenauigk eit

aus. In diesem F all gilt die Sic herheit ab er auc h n ur mo dulo dieser

Rec hengenauigk eit. Mit diesem T est wurden die in dieser Arb eit v or-

gestellten Beispiele •ub erpr • uft. Insb esondere auc h, w eil die Rec henge-

nauigk eit b eliebig genau gew• ahlt w erden k ann, ist dieser T est im Rah-

men dieser Arb eit ausreic hend, so da� auf einen T est nac h b v erzic h tet

w erden k onn te.

d) Sc hlie�lic h rec hne man Beispiele aus, deren En t wic klung b ek ann t ist.

Beispielsw eise das Pro dukt •ub er alle 1 � �

a

n

mit a 2 G

n

ist das Pro-

dukt aller Konjugierten v on 1 � �

n

, und m u� daher 1 ergeb en, w enn n

k eine Primzahlp otenz ist. Bei diesen Beispielen rec hnete das Programm

eb enfalls k orrekt.

A.4.4 Der Algorithm us als W ortproblem

In terpretiert man die Menge der Erzeugenden mo dulo der Relationen als eine

Grammatik, so ist der v orgestellte Algorithm us ein Beispiel f • ur die L• osung

des W ortproblems dieser Grammatik. Das hei�t, zu jedem Pro dukt

Q

u

a

�

�

l• a�t sic h eine eindeutige Normalform b estimmen, und somit en tsc heiden, ob
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zw ei Pro dukte gleic h sind, o der nic h t. In dem sp eziellen F all der Kreiszahlen

l• a�t sic h das auc h durc h blo�es Ausrec hnen als Zahlen in Q ( �

n

) feststellen.

Der Algorithm us l• a�t sic h ab er durc haus v erallgemeinern, da die v erw endeten

Strategien im w esen tlic hen auf die im ersten Kapitel v orgestellten Strukturen

zur • uc kgreifen (T ensorpro dukte, Z [ � ]-Mo duln, Zeilenfaktormo duln, Di�eren-

zenmo duln und M E n -Systeme), die in der Regel w eitaus allgemeiner un tersuc h t

wurden, als dies sp eziell f • ur Kreiseinheiten not w endig w ar.
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